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PREFACIO 


En d año igoOj an una nmnoría que se ha h^cho 
cil&bre, Ricci y Leiñ Civiía publicaroji la primera 
exposición sisicmética ref^rcjiie al cdlculo tcnsorial, 
llamando ln aiencián dé maiemdticús y físicos sobre 
cicrto núm^ro d¿ íí«s posibics aplicacioHCS, A paTÍir 
ife enionccs d camino rcccrriíh ha sido larf^o. La apn- 
riciún dc la teorta dc la rdaiiviiady quc sclo ha sííío 
pcsihlc gracias a la exiUenda del cálcuio tc7i~ 

sorial, k ha hccho á su ÉXpcrimmíar cnor^rLes fro- 
grcsos. i) 4 f csU modCf estas thnícas dc cdlculo sc hají 
íransformadQ en utio d^^ lo$ ínslrnmrjUos más fode- 
rosúS de toda ía fbica icórica fnodcrna. RccicnU- 
mtníc, se han uHlúado induso en d csludio dc pro- 
htcmaÉ tácnicos tales como d de la inicrúoncxión dc 
mdqmnas déciricas. Cahc dccir que d cdknlo tenso^ 
ria¿ dchcrd formar -parte crt lo snccsivn deioda culfura 
matcmdtica o fisica. 

EsU pcquoñú tratado sc ha dividich cn dús parfes: 
una rdativa al dlgcbra y al andlisis tcnsorial, y la 
otra, ü Síis aplicacionis más impíírianU^- En la pri- 
fncra de eltaSt ct atgcbra U-nsorial ha sido compUladit 
con aigunas páginas especÍaimcnU cojisagradas al 
álgebra exterÍGrt cuyo conocimiento es de paríicular 
inUrés para los ftsicos, Sc han eludido, pcr ¿f contra- 
rio^ concepios como el dc densidad tensorial y d de 
capacidad tensorial, ^uyo interés matemdiico aciual 
parece limílado. La noción d¿ tmsor adjunto 
dc «M tcnsor antisimétricú pórmite, por otra parie^ 
suplir suficientemente taí ofnisión, 
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FRcFACiO 


En h eomiern^ a/ ít#í Jiiírs ieu&fjrial, ri<f^ Iiemos 
limilaiio ínienci&níidiimetiíe a expofier el &nálisis 
los campos dc tensQrcs cn un espaoío de Ríitnataíf 
por ser la geometría riVfiíÉiíjRr¿i?Fíí íú que presfnia 
mayor tnhrés dcsde el punio tíf i'isia áe las íí^ííVéí- 
ctúnes, Se Ini adGpiífdo de rnamra sisiemdíica eí 
método deí sistema móvil áe refer^íicía^ de Elie Car- 
taut qiiey símdo el mds geoméírieo c ínituÍivOf ofrece 
adands la veniaja de pfrmiiír úi iectúr abordar sin 
gran esfuerzo el esfudio de ofras geomeirias gfneraíi- 
rMdíis. 

En la parie íí^j/iVdÉÍÉi a ias apíicaciúnes ha sido 
necfsario^ nuíuraimctiie, efeciuur unu seiecctvn, Un 
pnmcr eupítnh c&id desiínado a poner de rnani/ícstú 
cómo la geomctria dc !m cspacios dc Rícmann sc 
hace intuifiva cn cumíío $c pone m coniacto con ia 
tihtdmica anaiííicu cldsicat y Ía ayuda qíte es capaz 
de uporiar u esía, En paHiculúr, /icmús dedicúdú una 
inlroduccfón tji esíudio dc hs mcdios cmiinuüs y a 
Ía elasííddad. EÍ kdor dcscúso de prúfstndizar en 
estas málerias pmde consuitar hs trabaios de Léon 
Brítlouin, 

Olros dús capilfdú& estdn cúusagrados al esiudio 
de las ecuacioves de MaxwcII deí eíeeírúmagnetí$mú 
y a /íí UúTía dc la reiaiiVÍdad. En lo que rcspccía a 
la ióoría f'í/j 3 ¿ii'i'sía de Ía gravdíacién, de ia que súIú 
isa sidv posible esbúzur sus principios^ el leciür podrd 
consiiUar el iníercsafiíf trabajú de Geúrges DarmúíS. 

Cijnw autorf rne sentiré satisfecho de haber cum- 
plidú Mii prúpihiio si /le faciUiadú u lú& eslitdianiés 
ios me.dios dc ahordar d esiudio de ias grandes ieorias 
de la fisíca contempúránea. 
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CAPITULO 1 


LOS ESPAOOS VECTORIALE5 


rioauN nE EsrAcio vErrfinfAi 

1^1. Dfifinición dc iin eHpftCÍO vectorlaL— Coiv- 
siricremos, en cl espacio ordinario dc hi geometria 
clá^íca de tres diniGnsionea, d conjunto de I05 vec- 
torcs libres del cspacio. 

1,« A cada parejn de estos vectores x e y, ht 
adición vectorial hace corrcspondcr un ttrcer vec- 

tor j -f y, llamado suma, d cufd goy-a tlc las propic- 
dftiics siguientvs; 


«í 


jf 4- y 1= y + X 


(ley cuiiinuta- 
tiva): 


h) r -h (y -I- ¡I = {-■« + y) + í 1 ey asüciativa); 
c) cxiste un vector milo, dcsignado con 0, tiil 


que 


-I- Ü = -í; 


íí) a todo vector x se le pnede hacer correipoii- 

dor un vector (— -v), denominado opucsto del -i'. 
tal que 

T -f- (—r) = 0. 


3 






LD£ í-SPACiOS VECTOPIAJ.^ 


2,*^ A un vector ar y a un TíÚTnero real «, la mül- 
tiplicación por tm escalar liacc coiresponder ün 

nuevo vector designado con *-r, lue se Uama pro' 

ducto de X por el uúmero oc. La muUiplicacián poi 
un escalar goEa de las propiedades sigutentcs; 


fl') 

ÍX = .T, 


i') 

= («P)'* 

flcy asociaiiva); 

í;') 

(CE + ¡Í)J' — ■S..T' 4 fi.r 

(ley distribntiva paTa 
la adición de «ca- 



lares); 

-0 

*(jí -f y) — (tr -f *y 

(ley distributiva para 
1a adición de vecto- 



rt's). 


l)e una niflnera fieneral, consideremQS un coti- 

junto E de ekmentos cualcsquiera jf, y, etc., y su- 
ponganiíK (]ue exiaten dosL ieycs de composiaón 

tales que; 

1 A todo par j:, y, la primera ley hace corTes- 

pondet un elemenio í + y. que goza de las propie- 
dades o), 6), c) y d). 

2." A todo elemento j: y a (.odo númerci real *, 

la segunda ley hace corre5poiider un elemento ata, 
el cual goaa de las propiedades úf'). fr'), O )• 


F 5 £C. l-í' ESjEMPLLlíi TE: ESPACTDÜ VECTPR l ALEy; _p 

Diremaí! en iai caso que E es «>( espaci& vedonal 
fespecio ai ciierpo de ias ívímeros reaies y quc hs 

t‘Í£ixif«<i5s s. y. etc. sñn vedores de ese espacio, Si la 
sejíUTida íey está deíinirla para todn númcrn compie- 
|o 5t. ditpmtjs quc E e5 un espacio vccíoTÍal respccto 
al cuerpo ds los númetos coinplcjos- Salvo a^iso eii 
contrario, en este libro tiüs limitaremos a consídc- 
rar íos esjiacios vectoriales fespccto aJ cucrpo de 
los niVmeros rcales. 

1-2. Ejemplim de cspncins vccKirialeB.- Adcrais 
del caso farailiar de tíonde tnraan Su nombTC, cs ^ 
íácil constrtiir otros cjt'mplas sencíljtís flc espacios 
viíCtoTÍatcs. 

íí) t'.oiisitii.'romus cl cnnjuni.o dc los iuímcros 
coinplejo.s ií -| i)i, siendo a y b ri'íites, La adicion 
dc los tiiitnt'TOil coinpk'jtis n h id v r i- di y tain- 
bién lit muUiihlkiicÍóii d¡,' un nümcrü coinpk'jn 
it ! hi por un m'inuíro real « tíoiuTti evidentemcnti' 
de las pTopiediules cnuncíadas cn la scccioii 1-1, y. 
por Cünsi^uÍLUTte, el cuE.'rp<i de los iTÚmeros complc- 
jos constituye un espacio vcctoriul respocto iil 
cuerpo de lus QÚmeros reidcs. Ksta cs bi ra?,ón que 
ha conducido a iutroducir urai rcpreseiTtaciún de los 
númcros complejos incdi-riiitc veclores cn e1 plano, 

íi) Sca X iin conjnntü de m nümetos realcs con- 
áidcrados en cierto orden, 

X = (A'ii Jfti ‘--■4 J.l|)- 

V E el conjunto ck toda-S lai exprsíiones X. 





0 


i_US TC5PA.UJOÓ Vi£crOBTALí5S 


í 


Adoptemos ahüra dos leyos dt! composiaÓTi si- 
guieQtes: 

Si X = {Xi.x . Xn) c Y = .y,».Bef tieiic; 

-V -h 

X + V tí, + >■,. í, -r r,. + y.r- 

5i X = [a;,, ,v,. J.l y * es un númcro reiil 

Ciialfiukra. 

—> 

E1 lector puedc cornprobar qiie €sUtí dos leyes 
ÍTUKíin dc las propieciades eniiitciadaíi en la. sección 
1^1 H lic rllo Testiita <pit' el conjutiUs Ei ccui c^Us do^ 
leyes <k comptKtkson, cüiistituyc uti esp^icio vic- 
(oriíil rcspectü ú.\ cutrprj tlc nótiiíírosí rtíulcs. 

u) CousÍdiírcruos id conjuutí.k do todas las ftiu- 
ciones tL^'iliis / de uuú variablí! rcal definfdíts eii tl 
intervab (0,1). Y adupttmos como leye$ de compcv 
Gición lns leyes Íiabiltiales qtie dan la suma de dos 
fuuciüQes y el |irodutto de una funcióit / por uiia 
cün.statite a. Con cstas leyes de composiciciiU, d 
uonjunti) consíderado es ua espacio v^ettürial rcs- 
pecLo al cuerpo de los números reaJcs. 

EstüS ejemplüs ponen de manifiestQ el interés y 
la extensión del concepto de cspado vectorial- 

1-Sé pTopicda^dei? elementiileéi de l&í¡ espítclQs vec* 
tortaltB.—1> Dados do$ vectores x e y* existe un 
vecí-or iinico ^ tal que 


5 feC B hOPI LlJADKSá E>E mí ES PACTQ5 VECTÚflliV^tiS- 


Eti efecto, basta sumar a los dos miembros de 
I t-i] el vector (—y) pata obtcner la reladún 

f = t -i- i—y), 

-K 

qufi define perfectamentc al vector z. Este vector 

se llama diferencía de x e y. De la niisma manera 
qutí en cl cákiilo con escaiartís, tíscribiremos: 

—r. ^ 

-h i— 7Í = * — 

Con esta natudóii cabe expresar Ju propkdad c') 

dc la sección 1-1 en la íornia 

^ ^ ^ 

(X — [i) A - ttí 

En efecto, en vjrtud át csta prüpicdad, rosultít 
que 

_ fs|í 4 , fi:, _ (i — fi + -j (a I Dfjf ^ (íir. 

Haciendo p ” en stí ded.üce ínnicíliatH* 

niente la retaciún 

= Li-] 

V si se bactí ahora út — 0, 

-¥■ 

= — pi. 


En parricular, se tiene que 
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LQÍS EEP ACIÜ5 

2.“ Do la relaciún [1-4] resultíi quc Ja propiedad 
íí') de la sección 1-1 se puede poDer eti la íorma 

ttí;r — tJ =a.T — [1-’^ 

y 1‘iítcicndw ^.n esta. jr = y, se lienc 

afi - a ri '*^ 

RtícíprocaTnente, la tcladón 
=* cí 

supcint' tjue ha de íáer a — 0 6 .r — 0; en cfccto, m 
a jiíi Gs nulu, adTnitirá un invírso y niiiHÍpli>' 
cíinclo Jos dos míejTibms dc [1-7] por fl, ticne: 

a » 0, 

[> bien 

t = b. 

1-4* SubespnHü i tetiiríal# DkfIüICHÍN' ílilMO 
stib^,^p^Cíú tiífí-r?rÍ£ií dt rffl tspácw vtciort^t K ^ Ifíiid 

piirf.t V líí E iúi qíi€, ctiiüifsqíéitra qtu s^an x c y 

perUntciaHt's a V y a füs irdorts x + y v ax 
pe.TÍÉueceiff a V_ 

Tomando ^ — 0, es obvin qnc contiene nect- 
sariainente al vector nulo. Con mu^yüF genttralidad, 
es fácíJ ver que las leycs de composición dc Ej. apli- 
Ccidas a. los vectürcs de V, hacen que V sea un 

- m 

espacio vectorial; sl x pertenece a V lambién per- 


I 

I 





tencce a "V d vector f — 1)jp Por consi- 

Eiuiente, cualquicr vector d$ V admite en V un 
vector opnesto, y las leyes de íuJición y tío multi- 
pücación por un escalar tienen Ieis propíedades 
cnunciadas en la sección 1-1. De esta forma vemos 
(|ue V es tarabién un espacio vcctorial. No es düí- 
cíl ericontrar ejemplos de subespacios vectoiiaJe&. 

fl) El conjunto de Jos vectores librea copiana- 
rios con dos vectores dados constitnye un subcspa- 
cio vectorial del espacio de los vectores librcs de la 
Eeometria ekmental, 

A) Sca X un vector no nulo dc uii espacio vectO' 

rial E. Ei conjunto dc los |iroduclos av. en donde « 
cs iin nittntíTo real cualquíera, constítuyc un sob- 
espado vectorial dt E. En decto: 

-I- pí = (a K Pí^'i Pí“') “ 

i) Las fundoncB reales de una variable real, 
flidimdas eti el mUrvalo (0,1), forman nn espado 
vectorial rcspecto al cuerpo de los numeros reales. 
Las funciones acotadas de utia variable rcalj defi- 
nidas en las Tni-smas condiciones, íorman un sub- 
espacio vectorial del antericir, puesto que la suma 
de dos funciones acotadas y el producto de una 
fnncíón acotada por nna constante son funciones 
acotadas. 
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LOS H¿¿fe^ACTOS VECTPaiAHil^ 


[CAÍ*. I 


LOS OPAÜÜS VFtrrOaULtS PE n DLMFNSIOJVEí 

li-S. Btt&c de un eapacio vectüríttJ+ Efl ud espA- 
cio vcctorial E considereraos p vectores nu nuloí 

. . Xr,’ diremcis íiuc dichüs vectores Íormíin 

un sístemn {inealmeiife~ifidípeii4ifittf dc orden p 
cníindo sca imposi’ble enconlrar p núirtcros ii. 

*ii .... «f, T'o todos nulos, taks iiuc 

üjX, + + -- + 

Eii cuso contrario, cl sisteiníi do los P \ectorcs 
tludos se tlicc iiuc cs /íneíiJ'fflrfi/f ifepentitente, l'ur-'. 
iibri'VÍaT, sc cniplcan la.s denünnnLtciones dc sisfewi'í 
fibn y tk' sislttnii tigado pám desígnar los sisicraas 
lincalmenlc indcpenííipntes o dpjícndicntes, rcs 

jicctiváincttte '. . , 

r-ünsidcri’mos cii cl espacio vectonal c 
jnnlo íorraado jiür lodos tos sistemas libres de 
vectores. Pueden prcsentanic d03 casoí: 

d) 0 bicn ewsteji sistemas de vcctofcs hbrei de 

orden arbitráriaraentc grande; 

6) □ el ordeii de los sistenias librcs esta acotadu. 

En el acgiiiido casü, se dicc que d cspacio vecto- 
rial E adraite ul nóracro iinito de dimensioner,. 
dcnorainnción que espUcareniO!, a conünuacifin. 
cn el resto de este libto solo nos ocuparemos de 
espados vatoriaUs aiiitnU» n» uiimero finito iie 
ilimín^iúnes.. 

En esta-s condidones cabe encontrar un entero « 
■lio'dEben wníutidirsE rS 

tiído/ iihií y Vffíür ciHplcadaí =1 '1 ■^"=“1'' 

clifTriíntfll, 


SLC* Í -51 


BASE nü UN l¿aFACm VECTORlAL 


11 


tal que esistcin 5Ístcraas^ Íibres de orden n y que 
no sca posihlE encontrar sisteraas libres dé orden 

« + 1. Sea {eu 7, .ff«) nn síátema libre de 

orden n, al cual se le da d nombre de base áe E; 
daremos la siguientc dcfinición ' 

ÜEáiNlcióM.—Ífiiwíí hast tie- wii espitcto vécío- 
rial E a lodo sisicma iihre de veetores de orden tnii- 
ximo. 

Designetnos jior X un vtíctor cua!f.iuiera dc E, c! 

^ r-flr -J. * 

sístenia de los ti -|- 1 vectores (4t, Ci, e., ... <?■.) cs 
necesariaméntc Hgado y e.'íistcn íf )■ ^ mimtrcis 
X, «„ ..., tales quc 

>,> I- + ■■■ + 

eii dunde Á ea diléfenle de cero, jrues en otro caso 
d sístema dc lofi 7i no scrifi Hbrc. Se puci.le cntüti- 

ce,s resolver [1-tíJ rcspecio a .T, por lo que cxisti- 

rán fi [lümeros .r'. x*, -t" tales que 

* 

.V - x'ii + ■!■ ... + 

Diremos que el vector x es una combinación 

lineal de los él. Además, esta combinación cs úui- 
ca, porque si hubiesñ otra, por diferencia se ohten- 

-•> 

dría una corabinaciÓTi lineal de ios e, con coefi- 
dentes no todos nuloSi la cual representan'a al vec- 
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Lqs BJíF^CJOlS ’fcTECTORiALES 


[CAr- 1 


tor nulo, y d siítema Ae los ci uo seriíi librí!- PotIíí- 
mDS así enunciar el sigiiiente teorema: 

Teorema.^— Dad^ una base tM íspuiw E. iinfít 

tiecior X d£ csfe cspado se pucde jexprcsar de manera 
única mcdíante una combínaoión lineaí de hs veciürcs 
ds la hasi, 

Los niimmís jc-’) que figurao en il-9 

5C llaman oofnpoHentes rle x respecto dc ía bav 

fl-l» ^xír ”P ^m). 

Es ÍAcíl dejnostríir f|iio h¡ |jrupiedad dc las bascí? 
cniinciaria un cl tcorema prcccdcnte canictcriíísL a 
cstíis entre iiíéos 1o$ sistcmas posibics dc vcc- 

w ’-p- • m 

lorts- Siíii (í|, í,. un sii.irnjsi de p vt-ctürt*?. 

tal quc toflo vcctor X (i(? It jiupda exprcwirse dr 
niLiuera ún.ÍCit en la fornia 

■ m ^ p. _p. 

J ^ tV, mI- 4 ... -í- 'i.ii] 

Como quiera que dl vector nulo 0 no puede cxpre- 
inás que de uiia sola Íorjriíj {x' — — ... — 

= ATP = 0) racdiante una combmación lincal de 
vecLores deí sistema, resultn necesariamente íiue 
tal sistcma cs libre y, por consigniente, que ^ ^ ji. 

Es ínniediatü ver que de esa pmpiedad gozan 
tambifiji todoa los sistemas libres de orden -p, 

pues si (st, Ej, Ejí) C3 imo de cales sistemas, 
el vector Ej se podiá escribir; 

-jp. ^ «> 

-1 = H" ^ =-p^ji- 


5EC- L-&] 


BaSE D£ UN TtsBACIQ VECTQEIAI- 


en doDde cabe suponerj p, ej., que a, no es nulo. 
Sc tendrá así 

f^t^í "1“ ”■ "L" Pp^Pi 

que sufítituida eo [1-10] uob dice t|ne Lodo vcctor -v 
íle E puede expresarse por raedio dc una combina- 

ción lineal de (?,, ..h, ¿íjií) y, cn parUpular^ 

E, - + Yjf. + ... + ypr^, 

Tiicndo diferente de cero uno al inenos de mjmc- 
ros Yi, yv', en caso contrario, cl síütema át lüs 

rt TUi serla libre. Repiticndo rl ríiAonainicnto, sc 

ve que todo vecíor .r de E [jucdc üícribirfte rn la 
bjrma 

.1 - I + -■ 'f 

inmediatamentc se dcduce la imposibilidad de 
que existan sistemas libres dc ordtn -|- i y, por 
consiguiente, que p = n, Enundaremos, así^ el 
teorerná siguienter 

Thorema .—Para que ufX sisUma de pactúres cons- 
iÜHyá base ds E es nscesario y síificisnie qn¿ 

¿odo vetiúf de E pueda expresarse ds manera úíMÍca 
medtanle una eomkinaciún iinsal de los veciores del 
sisUma. 

EI nümcro n se dtínomina dimcnsión dcl espacio 
vectorial E Cünsiderado, y en adelante designarcmos 
cüíi Em cualquier espado vcctorial de dlniensiones. 
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Lüa EfiflACÍÜÍ % RCTORÍ.\LES 


rcvP É 


1-6. Ejemplfts,—£ij En el espacío vectorial de 
los vectores Lbres de la geometría ijtdÍDaiia, lína 
base está farmada por tres vectores arbítmrios no 
cojílanarios. La dimeDsiÓD del íls]>íicío cs, pnes. 
i^al a 3 . 

Jj) CrmsÍdereJnüS nuevamente cl ejemplo fr) es- 
tüdiaíto en la sccción 1-2 y sean lo.s n VfH^tores 


f| = íi.O. ..., 0 K 

^ = tOj, n M 

ÍOA í 1 

'rinh) vt-clor 

4 f4r». JT^ ... 

pucdc cxpi'csrLrse de mancra ijnicíi mnUimte cnsi 
conabiiiaciún línenl de lus 

= .T*í| 4- rn. Hr 

Por cünsif^uicnte, los i'ectores [1-11] comtitu- 
yen unn bnse del espacío í]ue admite « dimeii- 
siones. 

1 - 7 . SiLbeBpacio Teelurial dt tiD £%*—Sea V mi 
subespado vectorial de un E»; es decir, otro espn- 
cio vectorial en el que todo Bistema libre de vec- 
tores es un aístema libre de £■. Resulia, pues, 
qne- V admite un mimpro finito de dimensiones 


+ 


Scc. l-Sj SUliKHPAtcOS VlítTÚRiALES SurLEMÉKTARlOS í& 

r ^ w. Sea ¡£3, és, Gr) una basc de V, por lo 
que todo vector de V podTEÍ expressirse de manera 
nnica cn b fatma 

h -h -h [i-m 

Ademis, y cualcsqiueta que sean los números 
r\ d vector ri-E¿l pGrtenecc a V, 

Reciprocamentej si Íea. E|, ..., cr) es un sístema 
libre de orden r dc Eu, cs obvio que, de acuerdo 
con ía pTOpia detínicídn, «■] coiijLiuLo de todos Jos 
vectores expresaL>les por mcdin dc comHinacíones 

linealcs dc los ee coiistiiuyc tin svibvi^líijcto vccto- 
riál dc En. 

Todo subespacip vcjctoTÍLl dc jj dimen'^ioneh de 
Eh coindde con el propio Et*. 

1 -fli SulHV^piirLitH vcuLurijileFt HuplefiieHlartüet*— 

Dado un sistcma líbre dc vcctüres (ej, et. «... Cf) de 
crden r<fíj propongámonos completar este sisiema 

adjiintándole n — r nuevos vectores {Tí)ri-j>^-j 

tales que el sistema de los vectores eí y t- j consti- 
tuya una base para Eti. 

CiertamenLe e.viste eu E* un vector aJ menos tal 

que el sistema obtenido adjuntándolQ a los Ci es 

bbre, pues de lo contrario, el .sistema de los ej 
seria ya una ba.se de En. 
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Sea estt^ vector; el 5Í5ternEi (ei, En 

■'lt+j) también Jibre de orden ¡r -h 1, y repitiendo 
el proccso se übtienen i^ístemas libres de orden cre- 
cíente bítsí.a Uegar exactanientfi aJ nüniero ií de 
diniensiones del espacio En. Se tiene así; 

Tkorema,^— DoaÍq fíii sisifmíi libr^ df ürdcK r, 
siemprr posíble campldar dicho sisffm^ mtdiüñ- 
te Ti '— r nuaros vecíorfs, cütí h quc ní obtitnf una 
basf de E^. 

Sea Ur un sube&pácio vcctóri^I de r < h dimen- 

siones de En y [tir Er) yna basc arbitraria 

de Vf* En vírtud del teorenia prccedentese podrán 
cncontrür (de infinitas maneras) n — r vcctores 

^ nlr 

,.m Tj™J talcs quc los c, y Jos í), dcfittan una 
biisc dc E., Dcsígncmas can V,_ el subcspacio 

—■► 

vectorial cngendrado por los tj,. 

Lüs dos subospados U, y V. , no tiencn oiás 
jcctor cciniúi] que el vector nulo, eumo se com- 
prueba inmeílíataQiente, Por olta partc, todo vec' 

tOT X de E» que se escribt 
* =^a(eí -?■ 

i=l j-ftl 

se pnede descomponer en una suma. 

•->■ —■- —i- 

4- = y -r 
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CAMQIO T>E IHASE 
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d.e un vector y dc Ur y dí nn vcctor s de 
De acuerdo ccm las consíderaciones preceden.teSp és- 
ta descomposición es únicíi. En téU caso, se dite que 
ios dos subespacioB vectoríaics Ur y V,_, son sn^íff- 
flífiiííirios uno dcl otrQ. 

THOÍtKMA.- l'odll íiif>ÉSpSOÍíl V¿-ctüT%ñl Ué- Íí' E» 

atlmUi stibespacios 

1-1), Cnmbio de linñc.—Dci teorcraa dado en 1-8 
rcsuUa quc un esiiacio vcctorial E» udmite una 
iníiítidad de bases, Nos proponüinos ahora cncon- 
trar las relaciones existcutes etitre lus CQmpüiicn- 

tes de uii raisnio vtsclof x de E*. rc-Hpcclü a ilos baacs 
distintas. 

Sea» (7., 7.7*} y {^7 .,M í7) dos bases 

iLrbítrarias dc E,,, Exprcsando los vectQres de cada 
uiia dc estíis bases medtantc ia otra, se tiene. 

|. = 1 

Seii :s: nn vector cualquiera de Eü dü componcn- 

tes .V respecto a la base (7) y xf' respecto a b (e,')-. 
es decir, 

ak [1-14) 

r.iQiiiirjifiOwic ?. —z 
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ctír inienilírüs dc [ 1 - 14 ] relativíis a íi, se übticncTí 
las íórmulas de transforniactón: 


,1 n-m 


Sl se mvíertc cl papel a^gnado a cada base eit el 
razonamiento ánterior, es posiWe escribÍT tam“ 
bién c|uc 



rt--tí5‘j 


Í'^l 


tUUUDAn 

I-Hí. Foruifii» lÍoMW---Deíiigiiem(>s por E* uo 

&spacío vectorial de » dÍTnen^Íone!^, y su|MJEig^mos 

que H todo vettoT x dc En se le hacc com^sponder 

un núinerü siendo esta ley de Cürrespimden- 

da tal i|nc, cualesquiera que sea.n x e y át Em y ^ 
real^ se verífiqueu las rclaciones 

+ y) = Ffí-l -r F(j') ‘1-17] 

F(dtir) ^ iF{Jfi nnñ\ 

Direifíos gue F(t) £s ííws fof'ma hiteaí 
sobre Eu, y también que [1-Í7J y [1-Í6J son las 
relacionH características de dicíia fotma. 


i-líj 


UL ISSl’ACTÍJ ÜUAL 


Mediante [ 1 - 17 ] y [ 1 - 16 ] es fácil obtener una 

cspresióii dtí F(j:) a partir dc las coTniJonentes del 

—■■ 

vector A en una base (eí); en efecto, si 


i = Tl 



i-l 


tlcsígna un vector arbitrarÍQ de Eü, utilÍKando 
sucesívamétite [1*17] y [í-lB] sc tkne; 

i-it 

[idííj 

P^í 

Eíti dundc las Si’jii indepfiidientes dd vtsclor x: 
es decir, 

iV¡^) fMi = ^[1-01. 

l-ll^ Eb etíjiaciíP' dujiL—Consideremos eJ con- 
Juntü de todas Ieis formas lineEÜes dcfim^das sobre 
a las cuales designaremos cn adelante por y*, 
z*, etc.p y adoptemos para este coujunto las dos 
leyes de composición signíentes: 

1,^ 3i y*{x) y = Ssfíí^ de&ignan 

doa formas lineales cualesquierap se tíene: 

í—jt 
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2.1^ Si a dei^gna lin nuTnero real arbitrario: 

i<=-ii 

\Ly*[x^ = ^ 
i-l 

lis claxo qne eíitfi& dos leyes de comporiclón 
satisfacen Uis hipótesb enunciada^ en la secdón 1-1 
y, por cfinsiguiente, al cofijunto de todás las fot* 
mas UnGales definidas sobre Efl constiLuye un espa- 
cio vectoríaL Por otra partei íoda fotma lineal 
puede esprúSariJe de maneta única conio combirui- 
ciún lincal de las n formas {x\ x\ j"), EI sis- 
tcma de estas n formas constituyc. pues, una base 
dol espacio vcctorial considetadOj el cual admite 
n (iimcnsiüiies. 

Eí espucio dé form^& Iin¿aU$ $e désigna 

cim cl iíünibrf dti v¿ctonaI duai de E., y se 

rcprcscnta por la notadón EJ. 

Las íorma^ lineulcs definidas sobte constitu- 
yen un aspado vGctoriíü EJ, y c$ inrneiiato deíi- 
nir cn cl ios sistemiX^ libres de formas y los siste- 
mas ligados. 

1^2. duaJ.—A toda base r,, .... 

de Ett hcmos tiecho CDrTespunder de mancra canó- 
nica una hase (jtL x*, .... Jf-) de E_V que Uamaré- , * 

mvs hase dual rcspccto d¿- la (íí). Si se eíettúa cn £■. 
g 1 cambio de base 

;; = Va;;^- X = Vaí^. li-soi 

1-1 f-' 


queda realizado &iinultáneamente sobrc E* cl cam- 
bio de base definido por ias fórniLilas [1-15] y [1 -Ifí], 
0 sea, 

j'=.Tl. | —ll 

í* = v Aí^/' 1 jj' = V . [f-211 

^ L J 

En estc cambio de base, las componentes yf de 
la fotma y*{^) sc transfonnan scgún las fórmiiJas: 

3'*'=2^^- ri-2?i 

Es evidente que toda base de É* puedi; ccmsidc- 
rur^e tomo la basd duál de unia bri^c de En. Dcaif;- 
uemos, cn elcctüp por ¡y*^L ..>p unu bíLsc 

arbitrariá de E*. Si referinios ahora las íormas 
(jpL x\ a csta baso, tcndrenios: 







E1 sistema dc los r vectores í^p definidos por 

l'T'll 

tf, = A'níj 

l-I 

es lilire y, por consíguiente. constítuye una base 
de Ea; su base duai cn EJ será y**',..., y*"')* 


I 
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■-- “ f. 

1 - 13 . BidnHlídfld.—Con5Íderemo5 lús e-spados vec^ 

tQriales E., y EJ referidüs a las bascs duales (íi) e 
(^r+i = y esttidiemos el espado dtial de 
que de3Ígnaremo& por EJ*. Sean (íf *) 105 élemen- 
tos de la base de E;*. dual de la base (y*<) de Ef. 

Si se efectúa ^brelasbases (y*^) y (^f*)- dtia- 
les entTfi sí, un cambio de base, de Ías fdrmulas 

[1-20] y [ 1 - 21 J resnUa que las tfi y las íf * se trans- 
forman segúri la frusma ley; por consigiiientei si a 

todo vector :t de En, 





Í^l 


se líi hacé corresponder el tlemento i** dc EJ* 
coi> idénticafi cpmpQnentes^ 

=V,ií*'. 

1-1 

y reciprocü-DiC'nte, &sta correspondcncia as íftrfd- 
pendientg de la eUcciátt dc bases. La corrcsponden- 

cia es íal í{ue bace corresponder al VMtor x de Ha, 

la forma lineal en >♦, y*W, que es un tíemento 
de E*’*, y 65 e^identemente lineal, en el sentido 
dc qiie la adíción y la mnltiplicación por un esca- 
iar permaTieC 6 ii invanantes; es dccir, a la snnia. 
de dos elemeníos de E- corresponde la. snma de los 


5.-EC. 1-14, EL CONVí^Tíin UE EINSTEIN _^ 

dos elementfjs homólogus de HJ*, y al producto 
por a de un elemento dc le corrcsponde el pro- 
ducto por 4 del clemento homólogó, 

Comü carcce de íntcrés catiicttírizar a los elc- 
mentos dc E+*, füJit'ewtÍKfíiíís en addanle sh ídcif- 
tificar los espacios vecioriales E™ y EJ*, trfíflsídf- 

rando como idéniictís íos demtintos x y ?.** gite se 
corresponden en viriitd de las /¡írwrfíííis [1-23] >' 
"1-24J, En partkular, la base cs idéntica a 

ta base dc nuerte (lue el conccpto de base dual 
uparecc como recíprocfi, 

Et KSi'Afio VK-(rro(HAJH EtrcajniANO 

K1 eünvtitiff ilft líÍiiiííici.n 1 “-Se obsétva quc 
en todas las lórniulaíi cseritas hasta ahorfi ta &u- 
mación se refiere a un tnd.icc rcpetido dos veces. 
y tjue figura nna veü como índice Fiuperior y otra 
como fndiee infetíor cji caf.tíi fórinula. Para abre- 
víar la escritura, Eiristein propuso snprimir cl 
signo S y hacer el convenío siguicnte; 

CoNVENlü TIE ElJrfSlElN .—Siemprc que r» un 
tttotiomio fignre dps. aieces el wjjsJMo /fiiífcíi Mítrr vex 
írfiwtí sitpenor y oira como inferi.or, se dehe, saíro 
avisú ett coñtrarÍQ, sumar ios monomios obíemd/is 
dattdo a este indice iodos los valores posibles. 

Con estc convenio, las fórmulas [1-15J y [1-10} 
toman la íornia: 

Xf = Aj,íí'; xf' = Aj'ju', [I-SSJ 





■ ííí 


LOS E5PACIÍJ5 vr&crTORlAL^J5 


ICAF. í 


mientras que las íórainlas [1^22] se escriben: 

y'^ = y¡ — AíVr- Il'Sffl 

■£1 lector se convenceri fácilinente de qne^ lejos 
de hacer más difícOes de segmr los razonamientos, 
tal convenío, cuandu se está habitnado, facílita 
extraordinariamente la lectura e interpretaci6n de 
las fórmulas del cálculn tensorial. 


1*1S. CoiiCPpto de espacio veciorial enríidianop— 
ConsÍderemos primero el espacío vectorial de los 
vectores libres de la geometrla ordiiiaria- A todo 

par de vectores x, y, la mültipUcadón esealar hace 

correBpondcr un núrtitro, designado por x ■ y, y 
llatnado su pfodiicto eKcalar, quc goaa dc las pro- 
picdadcs siguientcs: 


«) 

b) 


X — y ■ X fley conmütativa); 

-í- y 

foj;} ' y = í " (ayj = afjT ^ y) 

[ley a-^Dciativa respccto a la multi- 
plicación i>or un esc^ar a); 

—»- —► ■ —r —^ —r 

jf * {y H- f) i' y + * ■ í 

(ley distribiitíva respecto a la adi- 
cíón vectoriai); 




Si es í - y = 0 para cualqnier ^-alor de i. 


se tiene que y = 0. 

De rnaneni más generaJ, consíderemos im espa- 
cio vectorial E*. defiiüdo sobre el cuerpo de los 
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números reales, y supongarao& qne eíHste una ley 
de cQinposición 'tal que a todo par de vectores x, y 

-f- 

bace corresponder nn número real x^y que goza 
de las propiedadcs a), b), c) y íí), 

ConvGndrsmos fíí decir e>í íal caso quo eJ ccpacio 
veci^orial es un cspacio véctmal cu^lidianOy y qm 

la lcy de composic{ó?i x * y es la muUipttcación e$ca- 
iar cn dicho espacío, 

las conidicionGs íi), h) y c) resuUa quc el pro- 
ducto cscalar de dos veotfjres es una íormá bilineal 
respecto a las componentes dc estos vcctores; es 
dftcír, tina forma lineíU reapecto a cadn uno dc 
bs vectores, De In condición de conmuíatividad, 
re^ulta que tal forma bilíncal cs rimátrica respeclo 
a ambos vcctore^^ y nos propQncmos haliar una 
cxprft&iún íiiiíLlítica de diclio producío. 

Sapongamos d cívpacío cuctidiíino En referido 

a uua base cuEilquicra (ííJp y sean 


dos vectores arbitrarios de En. Efectuaiido el pro- 
ducto escalar de los scgundos miembros, y tc- 
niendo en cuenta las propiedades ó) y c), se tiene: 

x*y = . ej. 


donde apareeen Iqb prodnctos eacalares de cada 
par dc vectores de la basen En adelante utili^are- 
Dios la notadón ^ ^ 

^ií = 


n-sT] 












L05 "EspAClM ^■^[TToaiAi.ES 


rcAP. i 


ai 

En virtud dc ]a propiedad conmutatíva del pro- 
ducto escalar, lu!5--5ÍmhoIos ¿jx son res- 

pecto a sus dos indices: 

= ííl’" 

con e.^tas notationeií ^e tieué: 

—► —*■ 

Veamos ahara cómo sc ttaduce la condidón rf): 

s¡ ^ y — d cualcjuitfT se tiene, cuale^quicra 
cpie seun las 

de lo cuaJ clcducc quc cl sistenía de h ecuadones 
lincales con n Íncógnitas 

no admite más solucíón que la sin^uJar, de donile 
rfesulta que 

dtlérminAnté J| 

En estU5 circunstaiicias^ diremos qiie la forma 
bilineal gijX^yt es no degenerada; resulta así la 
siguiente proposíción: 

Teorema ,—El productü cscalar de dos vccior^-% 
d£l cspacio euclidianQ esíá d^ú por la f&rfna bilineai 
sim^rÍQa.no deg¿n£rada 


5^C- Í-l&j 


OñTOGON.^LIDATl V NOEUA 


en dúude las gtj designan hs producíos escalares dos 
a dos de los z^eotores de la 
Es eviá’éhté 'qiie 'todo subespacio vectorial de ün 
espacio cudidiano e5 tambiénun espacio euclídianQ. 

1-16* Orlo^onaJldad j nonna*—Sean x c y dos 
vCctorcs cuyo producto escalar es nulo, En tíJ caso 
particular en que el espado vectorial euciidiano 
cousiflcrado es el espacLo dc los vectores líbres de 

■wik- -■- 

la geometría onlinariaK los vectorcs x o _v tienen 
ditecdoncs perpendicularesj a níenos que imo de 
fil.los sea nulo. Eesuniiremos esta dídendo en Ins 
diferentes ca-sos qiie los vectores son ortognnalcs* 
En cl caso gcticral dc mt cspaoio erUdidiano dc m 

■+ 

rfmíw.'iíOMifí, rffVíWK/.'í (anibih i¡ufí x e y swh 

riatfs cuandfi 

x‘y-Ü. [1-25*] 

bV llama fwrmM dd vedor .t, o tatntihi cuadritdn 

-■l►■ 

dc esh vÉCÍúr^ al producto escalar d¿ dicho vccíot .v 
■por si mismo^ y escribiremos: 

Njt = {.fp = ll-ÍÍO' 

Así quG la norma de un vcctor x dd espacío 
euclidiano se expresa mediante la forma cuadríí- 
tica [1-30] en íuudón de las compQneiites del vec- 
tor. Se Uamará unüario o notmalisado todo vec- 
tor cuya norma sea igiial a 1. 
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En él espado d& Iob vectores librea de Ía geome- 
tria ordinaria^ la nonoa de nn vector (a cuadrado 
de este vector) es esendalmeiite positiva y aolo se 
anula en el caso de que el vector sea nulo, No 
qcuTTe lo mismo si los coefidentes gd de la. forma 
cuadrática [1-30] son cuajeaquiera, por lo que da- 
remos la sigmente defínición: 

Defi7ítch5í*i+—í/ti espacio vAcíorÍal se Ííama pro- 
pia?^cnie ímcíidianQ si cs euchdiano y si^ ad^Tnás, la 
nürnta dc füdú vecior no nuh ^ csfrictamtnlc posihva. 

Para que la 'cantidad [1-30] sea estrictaTnente 
positiva para todo vector no nuloj es tiecesario y 
sníidente que la forma cuadrática gsea rfí/í- 
Ktrííí posüiva, En un espacio propíamenle eiicli' 
diano, la forma en cuestión es skmpre dcfinída 

pDSÍtiva para cusdquier base (f!) que se considere. 

1-17. Deaigualdad de Schivarx y titLH 
—ConEÍderemos un espado propiafncnU eticií- 

dianv Pi». La norr^a N:í cs sicmpre poütiva o nula, 
y. su raíjt cuadrada se denDiDÍna móduh del vec- 

tor x; esto es: 

Vsí = mód.'x. 

Entre el módulo dd producto escalar de dos 
VGCtores de P. y los módiüos de didios vectores 
se verifica la desigualdad fundíuuental; 


m<M. {JF ■ y] (mód. x] [niéii. y). [1-31J 

conocida con el nombre de desiguáldaá d6 Schwft^*. 
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Para esíableccr esta desÍguaMad, paTiamos del 

vector ÍJc -{- y, en donde 7. designa un nijmero real 
arbitrario, y fotmemos su nomia: 

El piitner micmbro cs eseiicialniente positívo o 
Dulo; por tanto, el discriminante del trinoniío en X 
quE figura en cl segundo niieinbro sólo puede ser 
negativo o nulo. De aqui resulta la desigualdad 

(:r > yj' ^ ,t' > j', 

que es equivalentc a [1*31], 

De [1-31] se deduce fácílnumte tina desigualdad 
reliLtíva al módulo de una smna dc vectores. llaga- 
mos X = I eti la ccuadón [1-32]: 

[■;+ =? -h ¿:. 


Si mayoramos el valor absoluto del producto x - y 
utiUzando la desiguaklad de Scbwarz, se tiene: 

^ -► -K -K 

(í + < (miki, j}* -|- S mód. JT ■ mód. y -|- (niikl. y)* 

—^ 

= (mdd, iE H- tníkl. v)\ 


de donde ae deduce que 

—>■ —► —? 

lüíki. (í -h y} ^ mód- j? -|- mdd. y. £1-33] 


La desígualdad de Sdiwarz peTmite también 
defínir el ángulú dc dos oectorcs de Ph, En el e&pa- 
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1-1B, Sistemas orlonorraalefl de Tectore^.—Con- 

sdderemos de nuevo un cspacio vectoríal P*, pro- 
piamentc eucJidiano de n dimensiones. Un si-S- 
tema de r vecíores de P 4 sc dirá ortogonal y nor- 
malizado 0 , más brevemente^ ortonürmal, si los 
vectqres qiie lo componen están normalízados y 

son ortogonaJes dos a dos. Si son r,.ffr) 

los vectores del sístemti, se tiene: 

n '4j - ífj. \i, ?■ - K S, .... r\, 11-31?, 

en dondti se ha puesto 

) * 0 hI i ^ /, 

J -‘1 rti I ■ y. 

Es claro que Uulo siaírma ortünormül dc 
cís n^cesariamc?iU libre; de lo coíiirarío exíütiria 
mm relación rle la íorma 

y«,^-0, [t*37] 

eon las «r nü todjis nulas. Supongamos, p. ej.p 
distinta dc cero. Multiplicando escalarmente los 

dos miembros de [1-37J por , y teniendo presente 
|"l-36], se deduce que 

íti = tJ. 

Jo que contradice ia Íiipótesis hecha. 

Resulta de aquí que d número r de vectores de 
un sistema ortonormal es iníerior ó ígual al núnierü 
n de dimensiones dei espacio. Cnando r = el 
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sistema ortonormal considerado constítilye WMd 
fiffsí oHoTíormal de Pn. 

1-19» Método de ortDnomiaHzadóit d« ScJmiidt-— 

Surge !a cuestíón de si. dado tin entero arbitrario 
r ^ fit existíTBn o no sií^temas □liononnáles cons- 
tituidos por r veotorcs- Vamos a probax la exi&- 
tencíu efectiYa de tales sisteinas medííuitc nn 
rnétodo debido a E, Schrnidt, 

Sca {xu ..ip Xr) un sistcma libre de orden r 
de Pp^ y sca Uí- el correspondieíite snbespacío vec- 
toriaL Es posible refcrir a uti sístema orko- 
tiormal de vectores; es decír, construir un sísterrui 
ortonormal cuyos vectores sean combínacioncs 

lineaJes de los vectores .x$. Con estc propósíto for- 

rnemos Ja sucesión dc vectores yt deíimdos por: 


yt - >ÍKj + T- 


I yt = '^yi -h ^y± -f ... -h 

en donde las designan cüeñcíentes* que nos pro- 

ponemos determinar de manera qiie cada vectoryi 

sea ortogonal a todos los yj anteriores. De la re- 
Jación 
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sc deduce: 

m-Sm w» n|H ■=■+■ 

^bi 'fi • yt “ ^ =/= 0. 

Habiendo determinado asi obtenemos yi orto- 

goDal a yi y no nulOj puesto que el sistema (y„ 

X .. Xr) es libre* 

De las dos relaciones 


y, ■ IJj - Ú. >'j ■ .. 0. 


5 « deducc: 


-I- *| ■ >^1 ” «on Vi ^ 0: 

^sl'í + c'-sn yl Q, 

Se dctermina un vctitor no nulo y't, ottogonü 
á y, y a y», puesto que el sistema (yi, ■¥.■) es 

libre y, por consiguiente, igual le sucedc aJ (y*, y,. 
Xi . Xt), 

Prosiguiendo de esta fürmaj se obtiene el sis- 

“-H .“>■ 

temíL de vectores (yi. y»* ,. yr), en d que nínguno 
es nulo y soii ortogonaleB dos a doB. Si se di^dde 
cada uno de ellos por su módulo, resulía d sistcma 
ürtonorinal dc \TCtorcs 


que satisface las condiciones impiitístas. 


Il€JLSEM!iWtCz_— 3- 





34 


Loá £ 5 tAC 10 S VEtTOElALÉS 


p^CaP. 1 


En particuJar, se deáuce qne todo cspacío pro- 
piamente euclid^no admíte Jdj^^ ortonormales, 

1-20- El etipaeto P, referíáo a una haííe ortc- 
nornia]«—RefiraniOS un espacio propiamente encli- 

diaíio Fm a ui>a base artonormal fíi, .... r^); 
es decir, a una base que satisfaga las condicioDeíJ 

“ 3ij LÍ-38J 

Las eoiiipoDentes x' de un vector x de F* res- 
peclo a csta base se calculan fácilmcnte; en efecto: 
<k la igtialdad 

muUiplicandü escalarmenlíí ambos miembros por 

“ p- 

el vecíür ti se deduce: 

[t- 39 J 

i)e IlIS rdaciones [Í-3S] reíultan las expresjo- 
nes aiguicntes para ei producio cscalar de dos 
vcctoreü: 

H- ■+ ■■■ T- [MOj 

y para la norina de un vectan 

^ ... -f [141] 
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clasícas qne dan el producto escoíur y la nQrma 
para loü vectorcs libres del espacio de la geome- 
tría ordinaiia referído a tm tríedro trirractangular. 

Sc observará, adcmásj qtie de las con5Íderacio- 
rtCE antenores se dednce que, dada una forma cua- 
drática definida posiüva siempre es posible 

mcdiante un camJbio de base (o sca^ efectuando 
una sustríudón lineal sobrc ías x\ faJ coma 
la [l-íb]) escribir dicha fonria cuadrática en la 
forraa[l-41]. 


I'-Sli Coiiipi»a,^nteEi coiitraviiiiatil*i^ y covarian'^ 
les dc lAia vcctí>r,—Designemos por E™ un cspácio 
V'ectorial euclidiano, quc supondremos referido a 

nna bastí cualqiiiera (í,, St, .... ci,). Hiírpos vistü 
(.'n lo sección atitcrior que, si tal basc es ortonor* 

iriai, Jas componentes x* Uol voctor x rcspceiCi a 
dicha base son jguaJes a los productos escalares 

— *■ ** 

de X por los vectores et de la base. No ocurre lo 
niiimo cuandü la base no es ortonormab por lo 
que establcceremos la defínicion siguiente: 

Dkí-ínición.—D¿ i¿/a una betse cualqfHerd 

ítfc --K dél éspacio v&cíonaL mclidiatio Ea: 

1,'^ Líamar^mos ccptponcnies contravarianies dc 

un vec¿or_x^ r&spiecío jz esta a los rtiímírps x* 

raI¿&Qm 
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2.“ Sf ^ínomiíídíí compün^ntis covariani^s dé un 

vccioy resp^í^to a dicka bas¿^ a los fiiimeros xt deft- 
nidos por los produclos cscalar^ 

[143] 

En lü succsivo,Ms comjfu^Jíips cQfíirayañanUs sc 

feprescnfardn por mcdio de supraÍndiceSf y las 'com- 
poncntes covarianUs, mcdianU sutindiccs. 

Vüremos en seguida la razÓn de taies dcnomi- 
nadoucs. 

Es fácil cakul^r las componentcs covariantes de 
un vector a partir de sus componént^ contrava- 
riantes. En vírtüd de [1-42], se tkne: 

X « xhf. 

Eíectuando el producto cscaJar dt Jos dos miem- 
bros de esta reladon por d vcctor í*. se obtiene; 

xt - (r«* rj)Jrí, 


e introducieiido los símbolos gif» 

jf = (t = 1' •'•* •!• 

RcdproCiimeiite, busquemos la exptesión de las 
compon&ntes tontravariuiites de im vector a par- 
tir dc sus conipoiieil.tes covariaiiíes. Necesitamos 
para eUo resolver el sistema de las » ecuadones 
linealcs con la_s n incügnitas x^- 





Ci - 1. a 


Ci45] 


5LC- l-S^ 


PñODDCTÜ ESCAIAR V MORMa 


En virtud de las con&idernciones iiechas en la 
seccíón l-ló, el determinante de las ^í? es distinto 
de cero, por io que el sistema anterior puede resol- 
verse aplícando la rcgla de Crarrier. £« údelaitt^, 
designaremus con g el detertttinaníe de las go. y 
con el coefidente del elemento gir en el desarro- 
llo de-g. De acuerdo con la régla de Cramer. se 
tiene: 


y 5i hacemos 




übtenfímos las fórmiiUs funflaii(ientíUes 




Dadü que el deteVmíiiantc dn los dementos gíi 
es símétritQ^ se tandrá úí^* = por consiguien- 

te, las cantidadcs g'i, fjue acabamos de deíinir por 
Las íórmuJas [l-46j, soti también simétricas res- 
pecto a sus dos fndices. Ademis, segón un cono- 
cido resultado de 1a teoria íle determinantes. 


liel:. I ístí' ] = p'’ \ 


de donde 


d&t. I = " 


1-22, Expr€BÍone& deJ produclo &iicalar y áe la 
nomiM xnedíuntc 1»» compoiitiiit'es covaiíanteAí 



l_OS IflaPACIDS V£CTa£ÍAX.H!i 


iníroducciún de las coiuponcntes tovariantes de 
tin vector permite obtener expresiones particülnr- 
mente sencílJas del prodncto e,^]ar y de la norma. 
cualquiera que sea la base. 

Teniendo en cuenta las fónnulas [1-44] cn la 
relación 


se übtiene: 




f 

M 1 .■— 


de donde resiílta, para la nonna de un vector 

V' ' s± - 

Ademis, es posible expresar el produeto escalar 
de dos vectoms y k íiartna de un vector mediantc 
stis componcntes covariantes exdiisivamente. Bas- 
ta para ello sustituir en las fórmulas [1^49] y [1-50] 
las componcntes contravariantes por stis expre« 
siones [1‘47J: se tiene asf; 


y tambiÉn, 




Njf «= 


En virtud de [1-48], la. forma bÍlÍDeal [1-31] y la 
forma cuadrática [1-52] son no degeneradas. 


1^23« Cambia de baM sobrt las componenteá 
cDntTBVBJ'iajiteá y coTariantes de im —Es- 

tando el espació vectoríal euclidiano Eíi referido 


sac. 1-S3] 


rAUUlD DE BA5E 
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a nna base cualqniera, acabaraos de ver que el pro- 

ducto escalar de dos vectores x, y puede expre- 
sarse en la forma 

! 

•:-í 

N ■ 

Si consideramos :í como vector fijo, cl producto 
escalar x - y define una forma lineal rcspecto al vec- 
tor arbitrario y, la cual admite como componentes 
las xi en ia base (yK y\ — i y") dual de {cu 

Efectuemos en E,. ei camb o dc base dofinido 
por las fúrmulaíi: 

fM\ I «I » I J<l 

Hemos visto qiic las coniponentes contravarian- 

I-+ 

tes x‘ dc un vector x íle.EB se trfttisforman de 
acuerdo con las fórnsulas: 

rt) ■ í' - \ i} jf«' = Af,»', [1-541 

En cuanto a las componentes covaríantes *«, se 
transforman, aegún lo (Jeducido anteriormente, óe 
acuerdo con ias fórmulas [1-22J relativas a las 
componentes de una forma lineal; es decir, 

j} . = Aj'íj,: i} Tf, ^ [1-551 
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fCAP. 1 


Se obBer\"ará que las sastitnciones lineales que 
fíguran en los Begundos miembras de [1-53] á) y í) 
y de [1-55] s) y 6) admiten rüspectivameiite los mis- 
mos coefícientes; por d contrarío, las que figurau 
en los seguTidos miembros de [1-54] a) y i) admi- 
ten loB mismoa coeíícíentes que las relatívas a 
[1-53] ¿) y a)i Dc esta coincidencsa nace el nom- 
bre dado a las componenteB. 

1-24. ERpacio vecioTÍiií éUclidiaxiD j dnAjjdad*-— 

Hcmos visto quc ú x designa nn vector del espa- 

cio cudidiano E,, d pfodncto escalar x » y, skndo 

V iin vector arbitrario, pnrmite hac«rcoiTcs.pOíid,er 

al vcctorí una rortna líneal dcfimda sobre E.. Rccí- 
procamcntc, toda íoTJna lineal dcfínida sobreE. puc- 
dp ccinsiderairsüconiod pruductoe<jCalar de un vec- 

tor X determinado dc E» por otro vcctor ajbitnjrio. 

Rcfiriendo d espacto a una base cualquicra 
y el eBpacÍo dual E; a la base duai. resulta posible 
cstablecer Ja identifitación del elemento dc E« de 

cojnponcntcs x', en la base (¿t), con el eiemento 
de EJ de componentes xt, en la base duai, cuando 
dlchas componetites están Hgada& por las relacio- 
nes [1-44J y [Í-47J: o sea, 

= fíj [t-S8] 

Asi que, en un espacio vectorial euclídiano y 
gracias al producto estalar, considerareoios como 
idénücos d espacio £, y ál espacío doa] £*. 


CAPITULO II 


LOS ESPAaOS PUNTUALES AFINES 
Y EI)CL1I)L4N05 

S-1. Dcfitiírbin d« eapacio afíii.—Considcrenios 
d espacío puntuai ^ de la gcometría ordinaría. 
Sus elemcntos son puntos, cnn ayiida de los cuales 
e.s posible construir !os vcctores Íígados del cálculo 
■vectorial elemental. Estos vectores satisfacen cví- 
deiitemente las dos rclacionea aiguíentes; 

ab .— — B Aj; 

-»■ «1- ^ 

AB ^ AC -h Cfí. 

Elijamos en un punto arbitrario 0; de eBtü 
modo, con cada punto A rk é bc cncuoritrA ajo- 

r-^ Há' 

ciado un vector libre a dolíiiido por OA: 

ü = OA. 

—t- 

Reciprocamentej dado un vector libre a cual- 
quicra, existe un punto y solo uno, tal que 

-*■ 

OA = a.- 

Dt forma más general^ consideremos un con- 
junto é cüyos elementoB Uansaremos puntos y 

ií 
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supongainos qüe a toda pare}! fA, B} de tales 
puntos. tomados en ^te orden, se lc pueda hacer 

-^ 

corresponder un vector, designado por AB, de un 
espacío vectorial de w dimerisiones, y qtie csta 
coirespondencia go^a de las propiedades siguientes: 

AB^ —ba:'/ 

-+ -P- ^ * 

b} . AB = AC + CB/ 

L') siendo 0 un punto arbitrario de í. a todo 

vector ^ dc £■ corrcsponde un punto A úníco, 

tal quc ^ ^ 

OA “ B 


Cu(f»ch í£ CHfnplan estas íres eoM(ííe«'Oft<rs, ¿iremas 
que el cofijutiío í consiítuye un espacio punlual a/i» 
de n rfjmíMsi’ones. En adelante lo desígnarcrnos por 
la nolacidn y lo detiomínaremos real o coui' 
plejo según que d espacio vectorial E. esté dcfí- 
nido respecto a los QÚmeíOS reales o complejos. Nos 
liniítaremos a consíderar los espacios afines reales. 

Respccto al vector designado por AB, diremos, 
recurriendo a un ligero abuso del lenguaje, que A 
es el origen y B el extremo. La condíción c) G-’tpresa 

entonces que, cualquiera que sea u, defimdo el ori- 
gen O en queda perfectamente determinado el 
extremo A. 

Se observara. también que de las bipótesis becbas 
resulta que 

AA = 0. 
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2-2. Sietenia de reíercncifl cn nn eHpaoci alini— 
Defixtción: Dado hii é^pacío a¡ín én, sí llama $ís- 
t€ma dó rcf(ré7iciii al coniwtiio dc ii?i 0 de 

V dc UJiu hase [c-,, í,. í«) dd espacíü vctdorial 

asüciado, Et pantu 0 denomina origen d$l sistcma 
ds referenoia^ 

Eti lo sucesivOr uti sistema dc referencía. se 

de^igfiará por la notación ( 0 , ¿^1, ét, £11) p □ más 
—¥• 

hrevüiTientep (Op íf). 

Si designamos por A nn punto ciialquiera de 

las componente^ 3:^ íie.l vecLor OAj con relación a 

h\ base (Ci) ^e llttnnirán caordenadas clc A rL^spí^cto 

al sbtcma de referRncÍa (O, En virtiid de í)j 
cxiate ima correspoivdencia biunívoca enLre los sis- 
temas dc n números realLíS .r"j .. r V 
puntqs A de 

Dos puntos dados A y R dc deünidoB pQt 
sus coordenadas c (yO respecto a un sistcnia 

de referenda (O, £<), defínen un vector AB* SegÚTi 
(j) y 6 ), se tiene: 

Áb = ao + OB = ün — OA. 

ie donde se deduce que el vector AB admite por 

coinpQnentes respecto a la base (£*) las « cantida- 
des y* —:i:*. 

















2-3, CQmbia de ejjstema de referencla.-—Nos pro- 
ponernos encontrar laí. TeMcíones existGntes entre 
las coordenadas de un in¡5ino punto M de res- 
pecto a. dos sistemas de referencia disiíinto5. 

^ 

Sean [0, ffi) y (O'p ff/^) dos sistemas arbitraiios 
de refererrcjfif para"5itu5r cada uno dc estos siste- 
mas respecto al otrOp basta neferír cada uno de los 
orígenes al otrOp y cada tina de las bases a ia otra^- 
Se tiene asÍ! 


Sea M un punto cualqmera de 4e coordena- 
dfts X* reapecto íti slslcma. (0, «*). y dc coordcnadas 
íi' respecto al (0^ íSj). Por un lado, se tiene. 


Identificando en los segnndos imembros de [2-1] 

y [2-2] los coeficientes dc ¿ip se obtknen las íór- 
mulas de transformación 


Intercambiarido los papeles desempeñí 
amboH aistemas de reíerenciap es posíbJe 
tsinbicn 



¡UBfSPACIO AFIN 


2-4. Snbespacia afin,^— DEPINTCidpí: Sé Uavm 
subespacio afín íím espacip afin atoda purte 
de £al cnaíquíem que sea d ptínto 0 pÉriene- 

ciente a los veciores OM asooitidos a lüs dtfcrcntes 
puniQS M ííí cünstiiiíyan im snhespacw vccío- 
riai dc Ep, 

Para quc esto succdap basta que. para un 

punto ü deterininadOp los vectores cSl constitu- 
yan t¡n subespacio vectoríal Vr de E^p pues si es O' 
otro puntD cualquiera de 


y como OM y OU' pertcneceii a V^. lo mismo ocu- 

ETÍrá con O'M, Reclprocainentep díido uii vector a 
de Vr^ cxísEe un punto ñnico M que^ además de 
pertenecer a iT, es tal que 


Es obviOj según la propia definición^ que 5Í el 
subespado vectoríal admite r dímensiones, cl sub- 
espacio afín considcrado tambiín admitirá r dimen- 
siones, jp ÉH consecuenciaj lo de^gnaremos por 
En el caso del espacio puntuaJ afin de la geo- 
metría ordinaría, los subespacios afines de una y 
de dos dimensíoiies son precisamente las rectas y 
los planos de ^p. 










_ SS^ACIOS FmírUAJLE S AnNE-B T ZÜCLHJLiXOS fcAP- ■? 

2 - 5 ^ E^pacía pnntnal eadidiani^.—^DEFíXrciÓN: 
5 í denomtn^ £sp&f^ío puníual eucNdiano a un ¿spa^ 
cio puniual afín tal quí^ cl espacio vectorial asüciado 
un espacio vÉcioñal eucIidianQ^ 

Si el espacio vectoriaJ asocíado £■ es propia- 
meiite eudidíano, tambíéti se dice que el espa- 
cio ^Ti es propíamente eudidjauo, De forma aná- 

loga, el síjitenia de refereuda [O, Ct) se dirá orto- 

norma] si la base (ei) es orlonormaJ para 

El espacio punlual d", dc la geoíuetría ordinaría 
constituye un ejeinplo de un espacio puntual pro- 
piamente euclidiano de tres djmeusiones. 

En un espado puntua] cucücüano es fáríl defi- 
nir la distanda eriire dos puntos. Por definidón, 
el cuadrado de la cüstanda entre dos puntos A y B 

de if* es la norma del vector AB (o del vector BA), 
y sc tiene: ^ 

{AUj* « ÍAB]^ 

Si el espacio considerado es propiam^ntif cucIí- 
díanc, (AB)" es eseudalmente positivo para dos 
puntos distintos A y de manera que su raís. 
cuadrada es siempre real y deíine la distancia AB 
entre los dos puntos A y B, Si A, B y C son tres 
puiitos cuaJesquiera de uu espacio propiamcnte 
eiiclidiano, se tíene: 


AC « AB -f- BC. 

y, apJicando a esta snma Ja desigualdad fl-33li 
resulta: 


í^] 


i 


AC < AB -h BC, 


2-5 ¡ 
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iTiecuaciÓD coDorída cdd el nombre de desiguul- 
dad íriangídar. 

VolvamDS al caso general de un espacio puntual 
euclidiaiiü, que supoDdremos referido a un sistema 

eualquiera [Üp í?í)j y tratemos de haJLar una cx^ 
presídrt analitíca de la distaucia entre dos puntOíí, 
Si M tiene las coordcnadas y N las (y^), se 

ha YÍsto qué las componentcs del vector MN sob 
y* —poT tantOn dé acuerdo con las notaciones 
del capltulo primerOj 

^ 

Supongamos ahora quc cl pimto N es infínita- 

mentc próximo al M, y scan x* + dx* sus coorde- 

uadas. E1 cuadrado d$* de ia distanda entrc óo$ 
punCos infinitamcnte prÓximos queda dcfimdo por 
ía forma cuadrátka diferenciiü 

ds* =3 gif iÍM* d.'ui, [íí'7] 

en donde las gtf ^on constantes respecto a las 
En particular es cLaro que si C5 propiamente 
euclidiano y se refiere a un sistema ortononnab 
se tíene que 

+ „. + L 3 -ej 

generalización £Ü espacio át^ n dimensiones de lá 
eJípresión de ds* dc la geometrfa Grdínaria en coor- 
denadas cartesianíis rectangulares. 




CAPITULO 111 


ALGEBIL4 TENSORUtL 


CXJriCEPTO fl£ PRDDUCTO TENSÍÍRJAL 

3-1. PrDdticla tengarís] dc das espacio».' —Consi- 
dcremos dos espacios vectoriaJes E, y de » y ^ 
diinensioncs, respectivaracnte, y iisodéinosJes un 
cspacio vectorial de wp diniensiones, que dcsi|^na- 

—* 

rcmos por Ep ® F*. Si son x e y dos vectores per- 
tenedentes a E» y Fp, respectivamente, haremos 
—► 

carrespond^r al pax (ar* y) un demcnto* rcprescn- 

--T- 

tado por el símbolo jc ® y, dcl cspado vectorial 
Ep ® Fp/ esta correspondenda gozará de las tres 
propiedades sigmehttó; 

fl) Si X. Xj, ít pertenccen a E« e y, y*. y, a F,. 
se cuTnpkn las Igualdades rclativns a la propiedad 
distributiva de la suma vectorial: 


fi) Sí es fl un escaiar arbitrarío, se sadsface la 
sigTiífiJite relaciÓB en cuanto a la propiedad asocia- 

tíva.í 

@ y * JT 0 ay = @ Jíj: 


3EC. 3-^i 


PRODUCTP TaNSaRTAF. 


^9 


cj Si (X, Z. Z) e (y,, y„ y^) de^ipiaji 
d 03 Yectores base cualeaqmera de Eü y de los 
np elementos de E. ® Fj¡>, 

jTg ® í* = ti 2 , flí d ^ 'tj £i ■■■■ í)j 


fornian una base de este liltímo espacio. 

Ciimptidas estas tres condiciones, díreinos que 
el espacio vectorial E« ® es d proiiucto tenítírial 
de ios espacios vectoriales E™ y Fj), y que el ele- 


mento .r ® y es el proíÍHCÍo tctisorial do Ídí das vec~ 


iores X e y. 



3 ^ 2 - IjijiTCíiUíti &híi 1 jLicíl □€! prinmeuf lenfloTjjii 

dc d«a vticiiíro»*—Vfiiinios cómo los ttCS aJtioraas 
precedentes permiten dcfhur nna ley de compo- 

i-fr- —■■■ 

sídón para lüs tlos vcctores A' e y. Para ello elíja- 
mos enios tres espacius vectoriales En, Fji y E. ® 

bases cualesquiera (<íí), (/a) Y f®).). toraando el aub- 
índíce i todos Íüs vaíores de 1 a « y eJ « todos los 
vaiores de, 1 a. p. Seglin fil axionia e), podremos 
escribir: 


Sean ahora 


[,i«n«uowieiL- 
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dos vectores arbitraTÍos pertenedejites, re^pecti- 
vamente, a E, y íí Vst. Eíectuando el prodncto 
tensorial de los segnndos imembros de [3-2J, en vir- 
tnd de lüs dos primeros a?ÉÍornas se obtiene: 

de doride se deduce que ías cantídades son 
necesariameiite las componentes dél producto ten' 

sorial í respccto a la basc consideradai 

Recíprdcamente^ veamos ^ hi ley de composi- 
ción deíinida jk)t la fórmula f3-3J satisfacc o no a 
los asiomas cnunciados, Siendo la^ componentes 
xy lineales respecto a Jt' e es obvío que sc- 
vcTÍfícan !üs dos primeros axioinas. Sean enton- 

ces {Xf) e (y.) do^ bases cualesquictra dé E* y de 1 "*«: 

rcfiricndo los vectores í, ei 1 ü baüe {íi), st* íiene; 

y también se podrá escríbír: 

por lo cuai todo eJemento T de E^ ® Fp, 

puede poneríie en Ja forina: 


T - f*?íf - 



lac. 3-3] TEKSORKS _ 

eon lo T queda expresado por una combina- 

—í- - > 

ción lineal de los elernentos xt ® y^r Si T = 0, 
_>egün [3-4], es nccesario que í'* — 0, y el sisteraa 

de lüs Hp elemííiitos Xi ® es libre, !□ cual prueba 
(jue se íiatisface ei aJíioma c). Teuemos así la pro- 
posíción sigrtíente: 

TEüitEMA.— -Cu^fídu ¿^íipacws Efi, Fp y ® Fp 
^if rcfhren a bascí^ determinadas, asúciadas mrdíantr 
las fdacioncs [3-1] ^ tá ünica ky dc campúsición que 
^aíisfacc a tos axiúmas de ta scccidn 3-1 es h qitc 
hace cornspGndcr cl dc7Hcnh de componcnfcs x*y^ 

de Em ® I’% oí iftfítóf' X t¡e cont'fíonmieíi x‘ v al vtff- 

íor y de tiom-ptineitttex y'. 


3-3, Prwduut» icDrtnñul dt vurÍoH cRpudtM, Tcd- 
jtDFcif,—Consideremoa trcs eapacioíi vcctoriales E.*, 
F* y Gg de ^ y í/ dímonüionts, respectivnmente. 

Si X pertenece a E*, y a F* y s a Gg, se podnl 

raultiplicar tensorialmente e] dementü x & y dc 

--a» 

E« ® Fp por el elümonto s de Gu, obteniéndose 

así el elemento [x ® y] ® j de un espacio vccto- 
riál H. Sellega ai miamü elériicnto de FI efectuando 

el producto tensorial de x por 3 ' ® 2 , y tendremos; 

!-► —^ ^ —í- ^ 

® 5^] iS ^ 


sí se admite que esta reiaeión-se-^-eri-fk-a-para 
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los vectores base, según lo convenido en En 

adelante supondremos que así sucede cfectíva- 
mente, de tal suerte que el producto teusorial 

m-^ -h- —^ 

reBultíi asociativo. Designaj-emas por x ® y ® ^ 
valor comúíi do ios do& míembroB dü [3-5], tnífin- 
tras qiie el espacia v^ctorial H se representarí- 
por el síinbolo E. 0 ® 

Cuando se tiene nn número íinito r de espados 
vcctoriíiles En«p bpp cs minedinta la defí- 

niciún por recurrencia del producto tensoriaJ de 
eBl 05 r eBpacios. Todo dcraento de E» 0 Fp 0 
Gff 0 . . ^ no es necesanamente el producto ten- 
Eorin] dc r vectorGS pert^nedentes. respectiveinen- 
tCp a Eif, Fp. Gff. etc.. por lo que daremos U sU 
guientc dcímición: 

DEFTKlCldN.-—5¿r llam& icn^úr Cúnsíruido Súbrc 
los cspaCÍ0$ bas£ Fip+ G|h . ^. ■fl cUfncníQ 
dcl csfacio vtvlí^riííl 

E„ 0 Fj.©0^ 0 

qnc tcn^a la cstruciura dc wn prúducto túnsüríol. 

LOS TEN&OKEa AFINE3 

TEnaores sfine* Ugñdoa a. im espfiCÍü Tecto- 
rial*—Dado un espacio veotorial Ei^ de n dimen- 
siones^ es posible erectuar el producío tensorial 
de q espados idénticos al E«.. y el esparío vectoríal 
dú ní dimensioncs así übtenido se desjgnara por 
E„^“j denominándolo potencia tensorial q de Ep. ia 
qUÉ los espacios Efc y E,** están refeiidos a.las bases 


1 


1 


SEC, 3-4J 


TEtfSOREÍi AFINE 5 


[íj y .. . íí). respectivamente, cn virtud 

de [3-1] adQptareffíos el convenioj ^ 

ííj 0 ífi 0 --- 0 =■ ^[lU “■ fff - : 


Con raayor generalidad, si 
signaii q vectorcs cualesquitíra dc Erir de compo- 
nentcs respectívas x[\^f jt'iJi, . . ., iiéntíí 




Considcremos el cspacio vecÍDríal E* duat del E±i. 


rcferidP a la base dual do ci. A pariir do cMos 
düs espndos podernús tíftícluar 1a$ opcraciones sí- 
guícncca;. tomar potendas tensoriaks arbitrarias 
cie EjÉ 0 de Ej^iy multiplicurlíis icnsorííilnienLc eutrc 
üi, obtcnieñdo asi proilucLos tensoriales dd tipo 


siguiente: 

0 e;^0 e; 0 m . 0 0 


Basados en la obsürvaríón antcrtQr, darcmos 
sigüienttí dtífiniríon: 

Definiciún ,—Sc Uamíi icnsor afin Ngadú a un 
fjpc^cio. vCíiiúriiti E;i a iodo clCfncnto dc íos ^spüciús 
vecíorialís Dbicnidq^cfcckiando cl producto h^nsorial 
d£ ¿spacios idéníicQS a Én c a su duaL 
Si (ri -p Ti -|- ... "F {^] -|- ”í“ ■■■ d* 

eí espacío vectoríaJ [3-7] es de ^ dimcnsÍQnes. 
Todo elemento de [3-7] se dcnomina tensor alin 
dtí ordenjj elcual es (ri + + -r. H- rm) vecos con- 

ÍravarianU y {s^ + Sj, + ... + 5?,). veces covarianic. 


/Ik 
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Todo deiriento de E^Jf^- os nn tensor afin contmya- 
riante de oideD ^;-y todo demento pertetíeciente 
a üñ’féfTsor afLH covariante de orden q. En 

particular, y por una licenda de Jenguaje^ se dice a 
veces que Iqs dementoB d e E, son contra- 

varianttój mieñtras que los de E* 
covnríante s^ Pof~supuesto^ esta manera de cxpre- 
saise varía según cuál de ios Kpacios o EJ se 
consídera dado en prímer lugar. 


^-5^ Cffnipi>DCDtcA dc üti Ecneor aiiEi.—Paia re- 
prcscntaT las componentes dc los diícrentes tensO' 
Tes afines. es cómodo introducir eJgunas notacio- 
nes quc vamos a aclaríin KaaDnaremos, en particu- 
lar. spbEc Uíi tensñr de orden í* elemcnto del espa- 


toriá! c^tj 
elementos 


coujunto 


r'li @ 1-íí ® ^ 




[3^1 


en donde cu d segundo miembro se han escritü 
los índices superior o míeríormejite como en el 
prinici_ micmbrü, Sea T urt tensor elcmento de 
0 E*^“^ y refirámosle a la base [3-8]. Con 
objcto de conservar la notacion de Einstein^ con- 
viejie representar sus componenies por la notación 
de suerte que T pneda escríbírse: 




%—1%-í 




Lüa índices rip j'íj -. ^ se Uaman snperioreíi 
o contrav&rianíes, y los &e denDminan.inferío- 



res o covaríantes. Basta obscrvar las coinponentes 
de’UTi teññür'aLSÍ escríto para saber ]ei 5 veces que 
dicho tensor cs contravariantc o covariante. De 
la 5 ffjrmulas [3-8] y [3'?]^se deduce (habiendo 
eacrito para raayor clarídad los sígnos de suma- 
dón) que 


Cada tdrTTtino de la simia quc figura cn e! scgundo 
niiemhro es el príiductn tensorial de q vectOTés 
contravariantc5_o covaríanteSp y dicha suraa con- 
tÍÉj'ñiTT!^^ jtórniinos^ ^ í 

jpe cfia muncra, hdfi idi.'ícrjj/híylc ordvn n 
nx^ COíno ^ SUíHú, prodwlüS- 

iif)ríalc& dc <j vcciorcs contramríanics o aimrianic&. 

Sr d't^nsorlTVvdemcnty, p. ej.. dc Ef, cs la 
siima de^/f ííjM\T.'ipr"ductos tcnsoritües de q vec- 
torcs. s¿; podrá tHmbiín t'xpresar como suma de p 
iérminps dc Ígual estructufa qufc d segundo miem- 
bro cle [3-6], y sus cbmpímentes serán suma.st de p 
térrainos dc la forma 


Es claro que, cualquiera quc sea el tipo deJ ten- 
sor T, exiatirán de.scomposicinneíí análügas para 
su^ componentes. 


3-6. Camliia de ba^e pora lns eompanenlefi de nn 
tenfior afín.—Razonemos de nuevo sobre nn ten- 
sor Tp eÍGmentü del espacío 0 E*'^^ Sí el 














. & 

■: \ I 

J'S' r. - 


ügsbejl ^£.>¡EOíir4,ir 


fCAP. 3 


espacio En esta referido a la bose (-e.ijj EJ lo..&stará 
<1 la base^ual (jí'), y E E*'*’ a la. base 




Fíl 0 ^íi ® ■■■ 0 0 -3í^^ 


Rcfirainos d espacio E» a una nneva base 
definída por 

n — A^F|.; ] ef.= A<^, [:i-! í > 

con lo que el espacio ® E J’'' sc haUará re- 

feridó a la base asodada 


0 V*® ® f ® ® 


Busquemos la expresiOn de las componentes 
dc T respccto a la jirimcra base, cu 
ínncidtí de sus componentes ■ "•'’»~*i', ,,^ con re- 
lac dn ft la segunda- f’\ 

Para éUo, supongamos quej T sca el producto 
tcnsorial de f vectores contravariantés o covarian* 
tes. Introdudendo las cñhi'pohihtes de estos vec- 
tores en las dos bases mendonadas, se üene: 


<?-É L 


/í If 


,«9 ^ 'íi,•'ÍÍi ■■* •t’íi 


Ahora bíen: segiin las fórmulas de transformaoión 
de las componentes de un vector contra™iíante o 
covariante, se tiene: 
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FÍF.C- 3-61 


de donde se deduce que 


.. 

=- A^! Ají XX. AÍf-" A¡>-' aTí.H , [ 3 d 5 l 

J J T a ) iT—I lí—I lí ? í—if € 

Cambíando los papeles de ambas bases^ se obtíe- 
ne de modo inverso: 

fÍ\f\ ... /'í-.-H .. 

X ff 

- Af'AÍ'* ... A> ^ [3.16J 

>1 S 'ff—I f ff—1 f í 


Como todo tensor puede consíderame comosuma 
dé p productos tensorialüs^ y dudo que la3 reiacio- 
ues [3-15] y [S-Ui] son líncalcs rcspccto a las com- 
ponentcíí introducidüSH estus relac!üne& se exticn- 
den por 3Í itiismas a las componentcs de cualquier 
tensor afln que sea <¡ — 2 veces contravnriante y 
2 veces covariatite. 

La ky general de tniíiíffirmación dc líi3 compo- 
íientes dc cuíilquier tensor resulta evidentc obscr- 
vando las fórmnlas (3-15] y [3-lGJ# Es tambiín 
claro que un raíOnarniento idcntico at prccedcnte 
nos conduciría cn partictilíir a las fótmuJas de 
transforrnación para las eümponentes dc un tensor 
exclusivamente contravariante; estas 


- a;j AVf p_17j 

! i t I ? í * í 

íí'.f. -- rt = ,v;¡> A{ *. A¡> j' . [3-1 ej 


En cuanto a las COmponente^ de un tensor CO- 
variante, se transforman de acuerdo con las fór- 
mnlas; 




I3-ÍÍ5] 
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Cabc también interpretíLr de la manera sígtiiente 
las fórmulas de transfDrmadón que henios esta- 
blcddo: snpQngamos que los espacios E* y están 

referidos a [íi) y ® ® sendas 

bases asociadas, y CQnsideremos un conjunto de 
ii'^ cantidades tales que cuando se pasa 

de 3as baaea {Ét} y 0 ® ... ® ¿^) a las 

—^ -í- í , , ^ 

bascs fc(} y [e,-^ ® f¡; ® ® fi-,) sc iransfonnen 

!>egün las leyes [3-17], [3-16], Se puede baceT co- 
rrcspondcr a ese conjtinto de cantidadcs un ten- 
sor T (iiie las admita como componfintes rcspccto 

a In basp {í?,^ ® e,^ ® ... ® í^^). Sc^n )a propía lcy 
cle trnnsforniaciün, estas cantidades dcfinirán ei 
inismo tensorT Tcspccto a cuaii]uícr nrbítraria 

® si' tícne así el teorema: 

tl'F.oaEMA .—Para qu¿ un íír n* canU- 

fhid^s U***-'i^ r¿/endas a nna has,¿ dei espacío 

(ííi ® 0 - ® pu¿dá cúHSÍd^rar 

cúfHü cl si'sítfiííjj d¿ Cúmponcníis dc un icnsor c&nira^ 
vuriu 7 \tc dftcrminadú^ ts nccúsariú y sufícienie quc 
a¿ hacer un cámhio de hase dicho sisicma se írans- 
forme de acuerdo con las léyes [3-17] y [3-tSl. 

Paralas cDmpünentes de un tensor mixto de natu- 
ralexa cualquiera süti válidos enundados análogos. 

3.-7, Un erileriu de íeniaarialidad.—De los re- 
sultadüs precedentes es íácíl deducrir un criterio 


de icnsnrialidad qne es muy útil cn la práctica. 
Con cl fin de utiJizar notadones distÍTita& de 
anterÍQres trataftímos cl caso de un vcctor pura- 
mente covmante. 

TEOKE>r.^.“Z-^ar€í que un L;rJíí/w-iJÍü cafiU- 

dades fp. rcfeñdo a U7ta iflse®. 
0 oerTspaciü ' fueda cúnsiderarse como 

d sisUma tie compoficnies dc un icnsor rovarianlCt 
es neccsár'io y suficicnU qui 'cuah's'qfíi.sru que sean 


los vectúres cúnira^riantes [í^^p dr 

tfí mprm^iéT ^ J^',7 ZiT cañíidad 


í|ii ... II lül 


tpefínamxca invaríítfíte respefiv, a vn eaítthio <h' 

■^^Tcrínios cn prítinít lnií:ir (jiic lu cündicii'ín es 
nccesariu. Si las í,j,,.,'íÍ;'son lus com|>oiu'.ntes dc nn 
^ensor covnrtantc, so traiisfürinunín scíjúti la ley 

y lüñ Cüíuponentes de los q vcctorcs contravariante 
introducidos lo harán de Eictierrlo con las fórmu- 
3eií' 


■l^"L , 1*1 » ■ j-*l 

Vii ■'‘íV'dl ■ ^(S) 


4*1? j-'*'*' 




dc doñde se deduce que 
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Ca'b& también interpretar de la manera siguiente 
las fí^rmulas de tran&formadón que hemos esta- 
hlecido: supongíLtnos que los e&pacio& E. y Eestáu 

referídos a (éí) y (f¿^ ® ® ... ® éJ, sendas 

bases asodadas, y considerenio& un conjunto de 
caiitidades p'i'-’ff taJe? que cnando se pasa 

dc las bases (íi) y ® ® ® í¿^) a las 

bLUies (e¿J y ® @ €rj sc transformén 

scgún las leyes f3-17]j {3-^18}+ Se puede hacer co- 
tre&poníJer a ese conjunto de cantidades un ten- 
sor T quC! las admita conio comporÉentes rcjpecío 

a la base (íf,^ ® ® ... ® Según Ja propia ley 

de tmnsfornuLcidnp estíis CAntidíide^ defínirán el 
rni$mo tenspr 1' rcspecto a cuaiquier base arbitraria 

(^fv ® ® sc tíenc así d tcoreíita: 

TIloRJiMa .—Fara que uti cúHjUHío de canti- 
¿iadeíí *í^ re/eridns a tina ha$e del e^paeíü 

® ¿4, © ■-. © ¿,j)p $£ píicdú consíderúr 
conw d sistema dc Componeníe^ de wu lensor coftlra- 
variante deíerfmnado, e& neeesario y suficieTtíe que 
al hat^er un cambio de base dicho sisiema se irans- 
forme de acuerdo con las ieyes [3-17] y [3-iS]. 

Para las componentes de un tensor miííto de natu- 
raleza cualqmera son válídos enunciados análogos. 


3-7* Un criíerio de temorhdidad*—De los re^ 
sultado& precedentes es fácil deducir un criterío 
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de lensoFÍalidad que es m^iy útil cn la práctica. 
Con el fin (ic ntiliíaT notaciones distintas dc las 
anteriores tratareraos el caso d .0 un vcctor pura- 
mcnte Cíivüriante. 

Tf.okema.— í’aj'íf ^uc mt co?íjitnio de n” r-antt- 

dades .. referido a nna Itasc fj;'. ® j** ® . .. 

® x’») íl'd cspacio pueda C(rnsiderarse conw 

f.{ sislema de componenUs de «m tensor cova.TÍsnl.e, 
es Reeesario y snjkieTit.e quc r.ualesqíi{era qite sean 

las vecforcs eúntravarianies fs^n, . .. dc 

comfinfíeiites la cantidad 

I Ir'l j«^l 

... U '*II!I “btfl 

permaKezca ;nvariat¿tc respccio « nn cantbio dc 
búiíc. 

V^eamos ert primer liigar quc la condidón 
uectíSüm Si las sou líns compoiicntes de un 

tensor covariante. se transffírinarán según la ley 

'i,.... ..■+aí;a¡;... 

y las componerites de los q vectürcs cüntravariantes 
Lntroducídos lo haráji dc acuerdü con las fórmu- 
las: 


-<1 ^ l'-l ±'" -% A.lí. Jf ^ “ .. 

IL1 Íii' ras ^ i v±y 




de dondc se deduce que 


r- • ■ 


4, -^í;- ..-r, 
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Asi, pues, Af A*', que representa la componente 

de íjj- Bobre nos dar 

ij'A* - Sf’ « ‘ Opara j'iy 

A, = V “ , i _ i- P-¿i] 


-í-V. 

Se tiene. por ta.ntO, 

ií ^!íJ ^Vii ^!íi ^ 'rj', -r. 'íi'i ^’a ■ - '{J• 

Retíprocanient^* siíponganicis que se cunípie la 
igualdüd [3-22] cuaJesqiiieni que sean los vcctore& 

“+ “+ —1F- 

cnntravariantes *in„ introducídos; 

Jns componentes ■¿f,, iíc~ estos VMtores sé trans- 
torman de acuerdo Coti las íúrmulas: 

*m “í, *or ,w . *. "• ‘ *f(í iri' 

de doiidc se deduce, identifieando respecto a las 


f. . . jfU -*i 

— A r** t*** 

h H ■** r}» iij ifi'' 

Se ve así que las se tranBforman aegiin 

la ley [3-19], con lo cual queda demostrado el 
teorema, que puede getteralizarse del mcdo si- 
guiente: 

Teorema.— Par^ qu^ uñ cofíjuffio de 
cantidades r^f^fidus a una bü&6 

® ® 0 ... ® ^spaciít 

fiufrda comid^raif cc?íhé? í/ sistáma CQtn- 


SEC, 3-^ 
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fanentes de un tensor- cotíariatíte, es necesario y 
sujicie'ñte que cuaUsquiera. qtte sean íos p uecíorcs 

cüniravariantes [jC|,„ Xy¿,. .... de compenentes 
ias íart/ítíafíffs 

i - j j"* 

íi\í,ipip_Lj- ■■ +í in lií'”" lui 

s€an las componentes de un Unsor covaríame de 
orden q, 

^ -p- ^ 

En cfccta; sean {Vj„, .*., y,,)) ? vectores 

contravariantes arbitrariDs do coniponcntes >"1^; 
para quc las cantidadís 

componentes de un tonsor covariante de orden 
^ os necesario y suficiente que la cantidad 

resultÉ invariantí^ rüspecto a im cainbio de base. 
Ahora bÍGn^ csta Gondkífiii ea tatnbiÉn necei^aria 
y suficiente pata que las cantidadeíi 

t Jf"* ja A* ^ 

*Í1 - . i pipf L . ..f 1 ^ 'í j 

sean ias componcntes de un tensor covariantc de 
oiden q. 

Pueden darse enunciados análogos válidos para 
las componentes de un tensor afín de cualquier 
naturaJeza. 


3 -Si Aígebra teBBoríal hÍÍiL'—H emos visto en 
el transcutso de lo anteriormente expuesto algu- 
nas opcraciones algebraicas que, paitiendo de 
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tensores conoddos, permíten deducir nuevos ten- 
sorcs; vamos a re.')UniLrla5 rápidamente. 

a) Adíción tensoriíill^Dados dos tensores del 
mismo orden f y de id¿ntica naturaieza, pertene- 
dentes, p, ej., ai espacío Eí"*’' ® £?'’'> adídón 
vectorial en el espado EJ”'* @ E*'** les hace corres’ 
pondar un tercer tensor de orden ^ y de la misnia 
naturaJeza, que se llama $u suma. Si los dos ten- 
sores considerados tíenen, respectívamente, por 
componentes y tcnsor 

suma tcndTá como tomponentes; 

*.^ 

MuUiplícacién íensortaL —Dados dos ten- 
sores de órdenes y y f' y de cualqtuer naturalcza, 
el producto teusoriat, tal como 5e ha esludiado al 
principio de cste capíttllo, les hace corrcsponder 
uu tensor dc orden q -f Asf. p. ej., si los tensores 
ticncn por componentes f'* " **-*;, y '*+•“**'+■ , tl 
Lensor producto admitirá como componentes: 






'' *** - 


Cünsíderejnos un tensor cuaiquiera püíteuedeute 
a Eíf'. La muItEplicadón en de un tensor por un 
escalar aparece como caso paríicuiar de la mtilti- 
plicación tensorial, a condicióii de considfirar el 
escalax’—o invariante—como un teusor de orden 
nulo, que es lo que haremos en lo sucesivo. 


3-9. Cantraccióti de indieeé.^—Ademis de las 
dos operadones fundamentales precedentes. hay 


3-9; 


CONTEACCIÚW DE INDICES 



üíia terccra^ Uamada contracción de índiceSp qne 
permite dedtirít de un tensor niíxto de orden q 
nuevos tensorcs dc orden j *—12. 

Comencernos por cotisideraT un teiisoT míxto de 
ordcn 2 y da componcntes fi, y vamos a probar 
que lá cantidad ti^ obteuida dsindo valores iguales 
a los índices respectívaincntc variante y cova- 
riante í y /j y sumaudó de'ypué^ componeiites 
correspoiidíenteíí es Ínvariaotc rcspccto a un cam* 
bio de base, 

En efecto, en uu Cíi.Tribi<> de basi\ se tianc: 

. K 'í' 


y. según las frtrmulas |U- 10 J, 



í.l 

( ?ii J/' > 


de dondc sc íkdtioc l|u;c 
í(* 


Con^iidercmos ahorii un ten^or niixto de ordcn <5^ 
y eUiamos dos índices dcterminadcíi, uno cova- 
riante y el otro contravíirianta Para simplificar 
las notaciones^ razünemos sobre los dos primeros 
ííiíUce^ <let tensor. 

V\ ■ ■ h' 

Demos valores iguales i a los índices f'i covariante 
e í| contravariante, y sumemos respecto al (ndice í 
repetido dos veces; vamos a probar quc las can- 
tidades 
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así obtenidíis son las coTnponentes de nn tensor 

—■ —' 

de orden f^2. Sean en efecto .... 

q '— 2 vectores contravariantes arbitrarios. En 
vírtnd de los resultados de la seccíón 3-7, las can- 
tídades 

jL tl, d 

son las componentes de un tensor míxto de orden 
2: por consíguientep cualLsquiera que sean los vec- 

nr+ ir-K 

tores - í cantidad 

Ví| H» If »■ 

es invarianté respecto a nn cambío de base, lo 
qiie demuestra la propiedad enunciada; tenemos 
asl: 

Sc llamü coníraüción a la operacíén (}U€ c&nsÍEic^ 
una vcE tícgidcs d&s índiccSt um cov^riatíté y tí 
oíro CúnírmmrianiCt en iguúiarlos y sutnar respccío 
a csÍÉ indiúe rcptíidú dús veces, La coniraccián de 
d&S índices en n» iensor de orácn q originü oirú 
tensor de ordcn q — 2. 

Es claro que si el tensor considerado Ucva 
varias parejas de índíces, uno covariante y el otro 
contravariantej se pucde nepetir con cada pareja 
¡a operaciún de contracción. 

3-10. Mnltíplicadóa eDntracta. Czlterio geuetaJ 
de teuiúfialidad.—En la práctica se utiUsta con 
fretuencia la operadón de contracción de índices 
conabinada con la de multipücadón tensorial, 
aplicadas a los diferentes tensores que componen 
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el producto; tal combinacíÓTi de opcraciones se 
Uama fnullipHcaciim contracta, ia ctial se pucdc 
reiternr varias vcccs. 

Sí {ifki y son las conipoiicntes de dos tcn- 
sores, sn prodncto tcnsoriíil ííene conio compo- 
ncntcs: 

V cí tensor 

= UiK, »>“’■ 

es unü de sus productos contractos, obtenido a 
haccr en el producto tensorÍLil Ja contracci6n dt 
Tob índiccs m y k, ílsí conio también la de Jos ín- 
dices n y l. 

De la dcfinicú'iit ditdít dc pmdutío contraclr, 
cábe (lcducír un rritíirío iTc iett.soriaJidnd iiuk ('(*- 
ueriilisíi los do lii aeccidii T.ti enimciarenios 
sobre un ejernplo; 

TeoheMA .—Pafa ^iti íl ciiHfUKtii dc cnntidatieít 

■ A- wrir 

referidas a una l/asc (Ci ^ 0 í* ® e¡), scú 

el ststemü de f.otnponentes 7ín icnsor conirava- 
riantc es necesano y s-uficüníc cuafqmera quc 
sca tí lcitsür cúvananie stt, tí cmjuHÍo ¿ie caniidades 
lijkí £?£jrtsií¿tíy¿i tí sistema de coinponentes de uíí 
lensor cónlfútsaríante. 

yue la candiciómi es neccsaría se deducc inme- 
diatarafinte de la propia definición de producto 
contracto que acabamos de dar. Para demostrar 
que es suficiente, basta observar que £e puede 
adoptar como tensor stt el producto tensorial de 
dos vectores covaiiantes de componeutes xt e vi 
y utilizar el seguudo. teorema de la seccion 3-7. 
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5-11» Tenñorís EÍinétricoB j antigiinétrieo9»“Un ^ 

tenscir contravariaiite de segnndo orden, que en 
una determínada base admíte ías coinponentes 
se Uama siméirico respccto a esos Indices ai 

= í/^ 

f 

. - 4 . . ¿ 

y se deTiomina antisifnétrico si 

íV =r —/íi 

SupongamoSp p. ej.+ que cs siniétrico y hagamos 
títi cambio de base; tiene asi; 

= Af ^ Af - Af Af i/< - H'*', j 

Jo cual demtjestra que d hctho de que un íensoT 
sea simétrico [o antisimétrico) es independiente 
dc la basc a quc esté referido. siendo, por d con- 
trariüp una propiedad jnhcrente ai mismo^ 

L¡^ mjsma-s tüusideradoncs soíi válidas pára 
un tensor covariante de orden dos* y también I 
5C e>tuciiden sin dificuiud a Jas parejas de índices, 
ambos covariantes d contravariantes* de un tensor 
de orden í > 2. 

LOS TETÍSORES E UaLJIUAHS 03 

3-12. Tensoret endidinnoa» Difertntes daB« de | 
cmupotieutee.—Supongamos un cspado vectorial 
itucHdiuno^ E^; en tal caso podemos identiíicar 
todo tensor dc ordcn f con un tensor contmva- 
riante del misrao orden, de manera que no e£ ne- 
cesario cpri&ídetar los tansores contravaríantes, J 


cavaríantes o mixtoB dc idÉntíco orden conio entes 
gcométricos dístintos. 

En efecto. el espacio En, referidQ a una base 
cuaJquierap y el espacio rcferido a la base 
dual. tienen una forma cuadritica fuudamental 
cuyos coeficicntes designarcmos por gti, y Itemos 
visto en Ja seccWn l-2í que se podía identiEcaj 
eJ elemento de E 4 dc componentes x* con d ek- 
mcnto de E* de componentes sicmpTe que 
estas componentes se halien Jigada^ por Jas rela- 
ciones: 

u = 

Considereiiiuii ulfcUTu nn teiiBur T euiitravariante 
de orden q, quc sca cl producki lenAorial de q vec^ 

tores ,. 4 , 

■TF ► 

■I ™ ^dl (£■ '©) tíJ 

A cada uno dc estos veclores dorriü:s.pünde un 
elementü pcrfectamcnte determinado de E*, y 
supongamos dados Jos difercntes tensores afine^ 
obtenidos ai réemplaKar uno o varios de los vec- 

tores Xfuj por el demento corres- 

pondieiite de EJ. EsEos distintos tcnsores afines 
setán considerados como comiíÍiiyenUs de un Súh 
Unsor ¿udidiano, que admite por coniponentÉjs 
cotitravariantes, covariantes o mixtas las compü- 
nentes de los tensorcs aünes contravariantes, co- 
varíantes o míxtos identificados. 

Veamos alkora qué relaciones exísten entre las 







A-LGF-R^A. TF.S50MIAL 


[CAr. 3 


dííerfíTitEíí^ componenteij del tensor euclidiano T. 
Desígnandi;) por las componentes contrava- 
-> 

riautes del Yector Jas componentes contrava- 
rirtnleB tlel tensor T serán: 

rt|>i ... _ jíj jíj 

ÍU íll liF 

KcciTipJacenio&, p. ej., el vecior por d cle- 
mentu corr&Hpondientc de E*. Sc obtienen aüf las 
componentes mixtas una vex covariantes: 


.siendo 




■íliHl - *íi, 


i I c tioiul V iled ucf ¡ 


M H ^ riJ.'í - ^ ¡3.^31 

Redprocamenttí, se Uéíic también 

iT,i.i, it = ^i^ji ¿344] 

Repitiendo la oisemciíin con d índíce íj, obte- 
nemos las coniponentes míxtas dos veees cova- 
riantcs: 

*“ - '* = 

5i se eíectúa la opéración sobre todos los índicos, 
se Jlega a las coniponentes covariantes: 


stt; 3-12] 


T£L:^£ÜIClj3 TILTCLTDTAMaa 


m 


Recíprocarnenle, las coniponcnteíí coiitravariaii- 
tes se cxpresan a componentes co- 

vajianteíi pot* tncdio dc las fürmnbi.H; 

tHÍw - H = ^iU 1347 ] 

Sc ve qne por Tntdtiplicacióíi por o por y 
suniacirm se liega a colocar cadH iitiü de los íf 
índtccs íicl tcnsor T eTi ]io&iciun covariante o con- 
travariante. 

Re.i ahora T vin tcnüor con1 r.tvaríiiiitc: cualqliiera 
dc orden q, d ctnd [mcdtí cxprcsarsc pot unri suina 
de f productos tcEisoriaícíS de tj vectEirtís. f.ada uno 
de cstos productosí Len&orialcs [ktihc iin tensor 
cucridiani.i bien dctcrmiuado, y comÍcleriMiios los 
Éliftírentcs tcnsures aíincíá s.le ifJíniiicn iTatttraleJtiL 
a^ociado^ a dichos len^oi-cs cudidiain.Jíá. Efr.cl tnmdo 
1h suma, se hacc corrc&ponder iil íefiftor T ótros 
tcn.sorcs afincH cuysis componcntes son Jas thLíkis 
por las fdrmuinfí 13^25] y [3-215]. en virtud 

d¿'3 carácter Jinea] de eiáhis iPrmuJas rcapcctD a 
las coEnpünentPS de T, Resultu de aíiuí ijnc 

cíos tcnsorcs afinos iiü dependen tle Ja inaucra de 
descorupoiier T én sumn dc prrjductos tensoriules^ 
ú sea, liue se híillan Jigados de h.irmíi ínírliiiícca 
a T. Diremos así que ¿?jf¿í>íí tTi.f¿y^nltJS UHSorés afí- 
íi 4 fS d^JÍnen un Unsor tjudidiauú ííjííVü, cuyas corn- 
ponentes de las distintas clascs son las cumpuueii- 
tes de loB toiisorcs aiines identiíícados, Llcgamos 
de este modo al teorema: 

Teokf.ma ,—Las dif£r£7ii£s compi^nentes couir¿i- 
variantt&Sf covarínHé^s o dc fiíi íensor £udí- 

diano Sí? d¿duc£n unas dc mcdinnte multtph- 
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cación püT gij íj por g-J y sumúcion, r^piíi^nia ^sta 
fípfracfén una o v^ims vccis^ 

Los criterÍQs de tensoríaiídad dados para los 
tensores afines se aplicíkn. por supuesto, sia nm- 
giina modífjcadÓD a ios tensores eucbdmnos; asi 
diremos, p. ej,, componentcs covariantes de un 
ti:', Lsor eucIidiaDO, en lugar de componentes de un 
tensor covaríante afín, 

J-13» Teaflomt^ eDcÜdÍAziofi Fimetríco# o aiidEÍ- 
rnéEricos*—Diremos que un fcnsor eiiclídíauo de 
orden 2 es sffncíricú sí el teusor cüntrav^ríatitc 
íLÍin asodado es rímétríco, Se tíene cntDuces; 

Of * 

de donde se dedücc que 

o sea, que las cüinponentes covariaiíjtes son fambién 
síniétricas fcspecio a sus dos índicefi+ Recíprocíi- 
mcnte. si las componentcs covariantes son simé- 
trieas, también lo seráu las contravariantes^ como 
es fádj de vcr, Fropiedades anáJogas son vá- 
lidas para un tensor euclidiajio aniüiitséirico. Es- 
tcLs considcradones se extienden sin diñcultad a 
düs índices de nn tenfior de ordcn q !> 2. 

3*14* £1 tenjjur fnniiiittieniaL—E1 produtto es- ' 

calar de dofi vectores i? e y de £■* de cotnponentes 
contravaríantes e se expresa por la fónnula 


^y= 


áEC. S-14] 


EL tENSÜE. FUNDAMENTAl, 


7i 


Este prodtictq escalar es invariante respecto a 

nn cambio do baECj. cualílsquiera que sein jf e y, 
De eilo resuka que 3as gtí son las componentes co- 
variantes de un tensor euclidíano. al cual se le da 
el oombre de icnsor funifítnícfüal del espacio En, 
Camo este tensor es simdtrico, no admíte otras 
componentes que el sistema de componcntes 
mixtas: 

Ei = 


Para cakularlas^ recttrTamoi^ a la definición de 
las Sy 


en donde k'I* desÍ¡^Ti:i eí coeíicíqntc dc cn el 
dcsarrollo dcl dctermíimntc Kri el nuniorador dcl 
síffundo miemhro ítf'iira el dL'sarrolló de un (1«- 
termíníinte idétuico al cKCcpcn por lo quc afecta 
a la cülumna f, on la cual sc han reemplaíado 
Jas fij por Jas gtu De cllo sc deduce que 



Ü sj i=p f 

i B3 í = i 


[2-sa] 


Los valores de las eompoiientcs coníravaríantes 
dei tensor fundamental están dados, por cünsi- 
guiente, por 

Estas componentcs coincideri. pues. con ías 
cantidades g‘-f introducidas en la seccióii L21. 
E.esulta asi la sigaieiite proposición: 
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Thokema .—Las canlídníí^s gíf v sún^ rcspee- 
Uvamente^ las CGfnpQnenies cúvnjfanUs y c^nirií- 
vaf'iantes de un- ¿ensQj sifnéfríco^ namado tensor 
fHHtfamental dd cspacio ciicNdianQ. Las canfiáúdes I 

definiáas pof* las fórmulas pí-3S], spn shs eom- > 

poncnfcs tnixfas. J 

3'-15^ Algebrfl de toe U'Dburrs eurliiíiaDoe^—He- 
rnos visto quc ías componente& de los dífcrentes 
(ijíOEv dtí tensor cudidiano se expresan Jinealmerttv. 
a partir. p. ej,, de las tampüncntes cíintravariantcs 
i\v. íltclio teíisor; de d!o reáultai qtlc Jas operflciones 
dd áJKtíbni lensorial dcfinicliis para Jos ícnsúrtís 
írnncs sc exlitíndtín por sí mismas u los tcnsorcs p 
- i'uclirliano^. I 

fí} ,4f/Í£tc?#r,—La adidón tensoriiÉl estudiuda en 
hí secdón 3-!í hacc correisponder a dos tensores 
ciicJidjaiios del míímo orden ^ un tercer tensor 
cticlidjauo de orclen tf, dcnominado m suma. S¡ 
loí l.cnsorcs dados ticneTi como cümponcntcs con- 
ti'avariaTTtcs y fd""' las compoiientes 

cnntrav'ariantcs dd tensür sunia során: 

JTljl' ■■ »y =\fJ|lí ■ i _}_ uUíi — I*. 

ífedÍHnte multipJicación reiLeradíi por el propio 
t.ensor íundamentaJ y sumación, se übtienen las 
coinponentcs covariadt&¿; ' I 

-- 4 q = -■ iq + tíüilCi j 

y un resulÍRdü análogo es v^áüdo para Ibis compü- I 

iientes niixta& tLOmoJogas. 
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6} Midtiplicación ^—La multipJicaclón tensoríal 
bacc cotTtísponder a dos tensores euclidianoB rJe 
órdenes q y q' un tercer tensor cuclidiano de orden 
q -\-q'. Si los tcnsorcs coniíiderados ticncn como 
componcntes Cüntravaríantcs ■■■'<? y 
cl tCTisor producto admíte ías componentes con- 
travariarites 

dr. I -- U I t ■ ■' rp- I ff'- 

Hsta igua1(Ui(I sígiie sícnflo váíitln si sv i;ol«can 
uno o varios íIí; [na ítií,iícvtí JioniólngQS clc ;iiribos 
micmbi'os en posícirtn r-ovariíLiitc. 

c) í'flrt/fflecífín,-'Consifiercmt'is uti ténsor cti- 
clittiam) dc comjHiiiftTiltíS coltíravarianlüs y 

clijamns nrtiitrarianicnte lIos íle sua indiccs. p. cj . 
Ins tiüs prirneros f', tí tV I.ií'vnnios iino <Je eilos ;i 
iá posiciún (tov,'iriaj-itc; líts cütn|jünciittíS CfHrcs- 
Iiondioutes si;ráiij 

bi'* ■■■''' “■ JífiJj ■" '■i. 

i’tir t'.iintraccióii <te los índict?s /’i c ia, se tieiie: 

í,Jil ÍJÍ = g,¡ rUJ, - ■ I,; = fjlji, - 

a. cüusccuiinciiL de la sjjiiütria dc la Las caii- 
tidafies [3-29] sqji Iíjh cumponentcs conirjLViiriantes 
tJe uii tenGor euclidiano de orden q • — 2: 

co - " <4 = Ijj'ia 1“ (j. _r3-3D] 

De !as fórniuias [3-29] resulta. que este tcnsor no 
depenile de cuál de los índjces t'i o íj sea el que se 
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haya rcducido. Las igTEaldades [3-30j perjimnecen 
válidfL^ sí se colocan uno o vaiios de ios íiidices 
ín, ...p ¿ff en posídón CQvariante. 

3-1 (i, El tép^cíú EjJ'’ cúmo c&pacto FQclidíaiío,»— 
Eti el espado E'^\ potencia tensoríaJ q del espacio 
cucIidiaDo Esj es fádl deíinir una es¡t|-uictura de 
espíido eüclidiano. ReíiraTnos el espado Ep, á uua 
—► 

base cual(|ulera {f i) y c! espado ET a la base aso- 

GÍada (tfíi a tfii ® » ífg). A los dos tensores 

de orden q, T, de componentes y lí* de 

conipouentca hagamos cOTTcsponder el 

cscalar 

ru - fíi** u t^3J] 

o sea^ 

Ti; » ... íiem uhU " íf - 

- ^hu h f3-a2] 

Es obviü qur Ía ley de composiríóii así deílnida 

goía de líis propiedadcs énunciadas en la sec- 
ción 1-15 y que caracterizaD el producto escaJar 
de dos vectores dc uii espado vectorial. Díremos 
que [3-31] es el producío cscalar de los dos ten- 
sores T y U. Este producto escalar defíne así una 
eslructnra de espado euclidiano sobre 

Ed partícnlaTj el producto escalar de dos ele- 

mentos {fii ® ín 0 @ íü) y (cti 0 j?ji ® ... @ ujt] 

de la base de es, de acuerdo con [3-32], 

[Í|i 0 gj ® Jfi;^) (ejj ® eji ® ® ÍJ^ 

— f füifliíi" ■ Si^fi t P-33J 


üEt. 3-17] 
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de tal suerte que la forma cuadrática fundamental 
del espacio euclidíarto tiene por coeficientes las 
cantídades gi^s, gtj, - ■ ■ gVí- 

Si la base [¿p) de se hubiese degido ortonor- 
mal, se tendria 

-*■ —f. —f. —_> 

ff(| ® fíi ® 0 ® f/, ® ■■■ ® CJfl) = ■” 

y el segundo tniembro Sería milo cuando la suce- 
síón (iir t'ip ■ ■ P íff) fuese difcrcnte de la f/jp 7^, 

/ff}, e igual a la unidad en caso contrario. Asf^ la 

basc (ííj 0 £ii ® ® dc deducida ppr 

producto ÍGnsorial de una base ortononual de 
es tanibicn ortcmormal. 

RccordEmos la círcunstanda evidente de que las 
componenteí^ covarianíqs dd tcnsDr T, consíde- 
raflQ como vector dcl espacio euclidiano 
coincidcn con las componentes covariantes de este 
tensoT t?i! como se han deíinido a priúri, 

ELEMEf^TOS D£ ÁLCOlRji LXT^EUOR 

3-17.^ Al^elira eatteriür de «ríéu 2 *—Volvamos 
al caso en que d espacio En es un espacio vecíoriíd 

—>■ 

puro, referído a un a bas^ fgri^cualqtiiera^ En eJ. 
espacio Ei,*\ refeiido a la "base ásociada, consídere- 
mos los tensores antis imdt ricos: 

T =- t^ci ® ti = 2^ (•Ibi ® íí + ¿ i‘Jfí ® «í. [3^34] 

■</ 















PTi donilü 


AJ_QEl>íL\ TENííOlílAJl 


iNj = — fíi: r'* = P. 


Cíiinb¡a.ndo en la segunda 5uma del liltinio iniein' 
bro dc [3-34] loí nonibrts de los indices i y j , y 
teiiiendo preBcnte la antíísimetria, se tienc; 

T •= ^ ff| ® r.f ■?! @ 


asi qne M>úo tensor antibitnétrico de KT &e pnede 
exrresar comci combiníición linei*! dé lo$ C„ ele- 


expresa 

mcntos 


(i'í ® #j — ® '‘íl (* JÍ- 


y fislüs clctiiL'nlos ÍDrmatt cvidentotníntt' un 
sistfima libfc, pups dc lo cotitrario, tarnjHico lo 

lormarJHii Iüs (íi ® íj). 

Cíibe asi eimnciaj el teorcma„ bLeuiiiiilUi; - 

^ TEniíEÍi-^sT^ios fensurcs ^«tisiniéiricüSL^Jlí^ £T 
I íngetidyaH fín sitbíspacioyicltirt^ 4e C ¿ di mcnsiúties 
'\¿£ los clí;niení(tS i 

suiíespaeio' véctonal, tpjé designaTemos 
IHtr consíituye ol álgebm extcríor tle orden 
2 dcfinidíi sobrc E,, 

3.jS. Prodiictü eitterior de doí TMlureé.-- Des'í- 

—^ —> 

NlcrOJí; Dados dos vectores s e y dt E», st Íííiííifl' 
prfíditctü existÍoT de eUos al íifjisof anttsifttetricn 


.=iEt.3*t8] PKoriÜCTO liXTFIlKJE DE DQS VECTQHHSÍ 


Si .t* e >" dcsignan líu» compoíientcs de -t c y en 

jír), t A y admite por compnnfmtes en [e; ® fj) 
las cantidades antisimétricas; 

Pti - ityí— 

E1 producto extGrior de dos vectorcs g07.n tle las 
propiedades siguientes, (lue bastaniin para dcíiririo: 

a) Si *, y, X son vectorcs de Ei, y » cs un escabir, 
cl producto «xterior goía de las prcjpíedades or* 
rjinariíiLs dc lincaHdad; 

_* -r.+ -W- -► 

í A (r H- — -T A y I- A ^ 

^ ■ * -> 

(•» + >') A ' - ' A t H- y A * 

.r* --r -r 

B* A V " * A ™>' '■ *í* A r1 
fif Es anticütiniutativo: 

, X A y -V A í. 

y, en particular, 

í A Jí = n i 

—r —p- ■-> _ ji 

t) Si (ei, fi, ..,p es una base de los C" 
cSementos de 

f( /\ (t < í'J [3-3íí| 

Éioii.Britnyen iina b:VBC dc A^f^ 
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Al producto €xt 0 rior de dos vectorea se le de- 
nomina tambíéfi 


3-19. C«m{ioacateB estríctíij- de ub tíveclar. Cam- 
biti ie boAe.—^En vdrtnd de [3-35], el tensor aníi- 
sirtiétrico T se puede sí^cribír: 


T = ^ Í*fT{ A *f 

«< j 

AsE conskleradü como elemento dd cíí- 

pacio Aí', d tcnsor T adTnitc^ re&pccío a la base 
[3-39], las C* componentcs (t < /). Eslas C: 
componentes tedben d nombré de CúmponfntfS cs- 
ificíus dc T. A íiri dc disUngiíírlas dc líisíi* compD- 
nent&s dc T, considerado como elemento de E/^ 
utiIiíanímo& para dcUgnarlas iasiguíentc notación: 


HübrÉntendÍéndosc que, en tal notacíóiij í es 
siempre menor que /. 

Veamos cómo se transforman las componeníes 


estrictas. cuando se pasa dc la ba^e {¿m) a otra base 


{ci^) de Eb, Lqs espatiüs y se hallaii en tai 

caso referidos a las bases (íj* ® íi) y {^r A y 
se tiene .con feis notacíone^ hábifnales: 
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de donde se deduce que 

flHi = V Alj, AÍJ.Í*'*' +2 A%,AV*'’' 

*'<r *’>*■ 

Si canibiainüs Ifjs nombrcs de los Itidíces k\ Í' cn 
la segunrla suma y se tiene presentc la antisíme- 
tria, resulta: 

ífií! =v (A‘^.dVj, — 

y^r 

así que Jas componentes Dstrictas tJo T sc truns- 
forman, cuando sc clcctiia nn cambio du base. de 
acuordo con Jas fórmulfts; 

ífiu _ y [3401 

A*p- A'p. 

*'<r 

3*20« FürniaE eiícritirctí de arilcn 2. —HemOS 
visto que a todo espacío vectQrial! Ea se le puedc 
asodar el espacio vectorial dual de las formas 
bacales defínidas sobre Eb. A partir de EJ ea 
posible constTuir un álgebra exterior de orden 2^ 
que estará definida mediante los tensores aíines 
covuftanies antÍBÍmetricos de orden 2. EstoB ten- 
sores deünen un ^ubespacio vectorial de Ej'^'p 
que admíte C¿ dímensione^. Darémos la síguieníe 
definidón: 

DEFENiciÓN.“Sfí Uama forma exíerior or- 
den 2 a íodo eleTTíenio dd dlgebra ext^rior de orden 2, 
A*^^\ ton^iruido sobre d espacío vectoriul EJ de 
las formas línmhs. 
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SO 


Esí.ündo Eh referído a una base (tfdn releríremos 
E* a ia base dual (a-^), y Teferireincj? Tas cspactos 
EJ'^’ y a Ja^i Íases ® jfJ} y {jff stJ). Cn 
elernento F de A J’“', de componentes /jj en 
sc pucdc eRoríbír: 

1 <j 

stendo 

/rUJ - hi p,iri t < f. 

Ci cantidatlíís son las componenti :5 
cstrictañ íli! Li forma F; cn uti cambio de base d<* 
En, so IraiisíorniaTi cJl- acücrdo con las fórmulas: 


- 1^'* 


Llarnaremo& váJor íÍí /ít /tffífííj F. paxa uii ele- 
luento T de dc comj.Kmentes estricias 

a1 escaJar 

¿ < i if 


Sí ed tensor T varíaL en A¡f'^ la cantidad [3-42] 
constituye nna forma lincal deflnida sobre A\f; 
reciprocainente, dada. una forma Lncal definida 
sobrc AÍf.“iiiempre se podrá escribir del modo si- 
guiente; 


V : 




SEC. 3-Í¿l] TENSQRES CPMTLETAMEMTJ¿ AKTIHIWETRICOlií 


ias í'^' se transforman cn un carnbio de base segun 
las fürmulas [S-iO] y, como la cantidad [3-43] es 
un escalarp las /nj¡ sc transformarán neceüaria- 
inetite tk íiaterdo con las fórnmlas [3-4Ijp sicndo, 
por consifjmente, las coniponentes estrictEis de un 
eleinento de 

De aquí que los ttín!4f.ires afines covariüntes aii- 
tisimétricDs dc ordcn 2 puedan interpretarse tFinto 
como definidore^ de los clementos de como 

de los dcl cspacío dual de A¡;'. 

3-21^ Tcneurea cT>jiiplfllflrm!nio aiiTirímílricíis,— 
Hasta ahora nos hcmos ItmiLádo, a causíi de sii 
importaficía, £il eítudio di! los iünsorcíS anUsímé- 
tricüs dc ordcn 2. ResiiltíLdos análogos scm ViUidos 
eii el estudio do los tenaores ih ordcn < w com- 
pkUmcutc antisiinétricoiij cs dcdn antisimétricns 
respectü a todos ios pJLres de índices tomados ítr- 
bitmríamcnte, l-os ttmiíorci; Cfmtravaríantcs de 
este tipo constítuyen iin subcspado vectorial de í'l 
dimenshmes de Fara definiríos son suficientes 
Ci componcntes estrictas ^ 

Limitémonos a señaJar lus resultados reJttlivüs 
al caso f/ = H. irn: tensor completamente antisíiné- 
irícü de orden n aclmite una sola coinpünente 
estricta A consccuencÍEt de Ja antisimetría. 

las cornponentcs ordinarias de este tensor se de- 
ducen por medío dc. las fdrjnulas; 

Í»TÍÍ ín = iUn . -¿,1.^0 “ - ■ NJ 

^ HRFít mÍE. dctH'tlliPü cDncfimiei!its 5 al álg-ebra extcrior, pl let- 
tor pycde cünsuit.'kr eüI obrfi ti A?z¿iiyse iinénife. Pfiriif. 

Mfifi.'inii. 


LJCH^Ea-OffÉtz.—fi. 
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en donde es igual a cero si dos de los ín- 

díces coinciden; iguai a -j- 1 si k. permutación 
(tit Ht ---f i") forniada con la sucesión (1, 2, - «) 

cs par, e ignal a — i en caso confrajio, 

Cnando se cambia la base (er), la componente 
tístricta í¡e transforma segün la fórniula, 

,<11--í [3.45] 

en donde ¿ desi^na cl determinatite, 


A), .. a;, 

Aí. Ai, 


a;. a», ... a;- 


3 - 22 * AlgcbrB erlcriqr riiibrc un cBpado eacU- 
diaDOp—SüpongLimos qde 'Em sca un cspacio eucli- 
Llíano, IpOs díferenlcs tcnsores ijue se intrüdueen 
en álgebra esterior 50 n entoíices tewsores eucli- 
día.nGS. Las cornponentes conlravariantes y coVsi- 
riantes de un tensor cudidiaiio de orden 2 oatán 
Ijj^adas por las relaciones: 

Si el tensor coiiaídíírado es iintÍsimétTÍco, sus 
conipQnentes estríctasp contravariantes y covarian- 
tes^ estarán ligadíLs por ias reladones: 

^ Mikgit I .y¡ ^ 

ic í 
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que se establecen por un mzonamicnto análogo 
al de secdones 3-1.7 y 3-19. E1 espacio AJ?* está 
dotado de una estructura de espacio Euclídiano, y 
ia forma cuadrática fundament^ adtnite los coefí’ 
cientcs gig gii — gii git. 

Para un tensor completamentc antísiniátricQ de 
orden k, el mísmo raKonamiento prucba que entre 
la componentc estricta covariante y la compo- 
nente estricta contTavariante e^íiste la reladón 


donf3e g desfigna, como d& ordinario, el detcrmi 
nante formado con las gtj. 


3-23. Ten^or Aijjunto do uii ten^Dr romplela-p 
cneEiii: onti^Emi^trico.^ —En cl caso en que Eji es un 
etpacio euclidÉano, exSsile nn lensor conipletainenle 
antísiimétrico de orden n dc particukLr interéSp el 
cuaJ csti ligado de .manera scncíUa al detetnri- 
nante g. Supondremos para simpljficar que el es- 
padü es propiamente eiiclidjanü, 

Es cQnvciriente haJJar uua intcrprctacídn gco- 
métrica de g en el espacio vectorial euclidiano de 

——k -.p 

la gtíometria ehmcntaL Si y, s designan tre-S 
vectores cualesquiera de compoiientes y\ en 
una base ortononnal de estc espacio^ el volumen V 
áül paraJelepípedo constnrido sobre los tres vec- 

tores y, ? como aristas es igiial al valor absoluto 
del determiíianíe 







Al.C=£nH.^ THÜÍ5Í5HIAL 


[C3J'. 


'Su cuíidríido, 

yi .. ZiyY^y'i* 

Xv'í* 

sc puedc cxpresíiT pot hi frtrTnula intrínsecü 

J V ^ 

h ^ ita -.fc _ > _» 

4- / V r 

Sea aliura («i, f), f,) una basc cualquicra dcl cs* 
pado cgnsidíírado, Los <;lemt?nto$ dcl dctcrniinantc 
(liie fi^ura en d segundo jnícmbro de t-í-49] íoii 
]>rccisarnentc las gn cotTcspandicntcs a csta basc. 

!•-+ -T* —'*■ —•f- 

cuaitdo sc digíín tonio á, y, z los vcctores ¿t íp, t*, 
Así que cüino V designu d volamtn dcl parukk' 

pípcdo coijstruido sübrc (i'i, íí), sc ticnc: 


Volvamos aÍLQra al e.sp5ido pTopjáiiitíiite eudi- 
diano Eh y eícctuemos cl caiubio de base qmt liacc 

pasar dc la base (¿i) a la (f|-); ;cómo se transfonna 
en esie cambio de baí^e el dcterjTiiTí¡aiit£ g? Sabemos 
quG sus ck-inentüs se transforman sc^n la lev íen- 
sorial 
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— 

'Resuita^ pucs, dcl tcürerna dásico acerca de 1 ¡l 
muJtipHcfLcióiT de determinantcs que, sí g‘ desi^u 
ei determinante dc ias se tiene; 

ff' = Ji'ff. 

cn dmide A desi^nu el determinante [ÍÍ-46] cons- 
Eruido con las Ai'. Si se extrae la rai/ cuadrada dc 
Í05 di)s miembro», se tienc; 


i 



-|A| 



[3 50; 


LirnitéTntmüS a cfectuar canibios de basc, a 
> 

paríir dc lá basK (tfi), tnlcs quc cl dctc’rminantc A 
5t!a püsitivo; diremos cii tíiÍ Ciiso qiifí considcm" 
mos snlo cambtüs dtí b.w fk! Tui&trio íseritido que ía 

bas^fíi), Para taks ciimbias de hase, la cantidad 
l/% f se transforma cütiiü la coíiiponcnt^ Oíifncla 
contmvarianU' de un tensor cüuiplelamente an¡- 
tisimétrico de orden n; scgún este tenaor 

admittí eomo compünenfe estricta covanaiitc 
Suí componentes cuntravariantes ordínarías se 
escriben: 

yiíi iri = eUíi 4ti —í—, 

en tanto que sus comiionentes covariantes estdu 
dadas por 


fjq Eíiíí'-- frr ' 








aLgEBRa TEJíSORLll 




tíii donde las caiitida.de5 Ban ntimérica* 

mente ignales a las 

Dado un tcnsor compTetamente antisitnétrico T, 
de orden q [<n) y dc coraponentes y 

^, 1 , ...lí- Ílaraa iensor adjunto de T al tensor T' 
complctamente antisimétiico y de orden n ■ — q, 
obteiiido por niultiplicaddn contracta de T con 
[3-51J; o sea. 


/'lffJl, - tfi 

^ in 




[3^] 


Lm tensores compliítaimenít-" &nlbímétricos dc 
/>rdene& n o n — \ admilen respectivamente como 
ícnsor adjunto un cscalar y nn vcctor, 

Si cunsidoramos^ p. cl espacio euclidianu de 
la geometría dcmental, que supondrcmos rcícrido 

a una base ortonormal* sea jt a y un bivector de 
É$tc espacio^ dcl pjue nos pro|íOncnio$ hallar el 

vector adjinjto De&Ígnemo3 por jr^ y\ r* las com- 

ponentes de x, Vp bivector r A y tendrá por 
componeiites: 

PU = jtyl _ 

PH _ _jíyl .- jrLjJ 

I = ri,!*— tV 


y, dado que ei determraante g es i^al a la unidad 
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el vector adjnnto tiene como componentes* en 
virtud de [3-ü3]i 

I 

} j* = pi'óGj 

EI vector z es, pues, lo que en cálculo vectoriaJ 
filemental se denornina ■prodKCÍü vectorial de Iob 

vectores jc e y, Se ve qiie la existencia dc tal pro- 
ducto vectorial está ligada al liecho de que la 
georaetria ordinaría adinitc trcs dÍmenBÍones. 










CAPiTrLO ir 


KL ESPACIO EüCUniAAO 
COORDEríADAS CÜRVlLTíEAS 

nRRlVAHA Y DIFEKEXUAI. DE L‘S VTCTOR 
D DE UN pfSTO 

4-J. VBcJgr derívadu de usi iBctor.'—^Sea E, iui 
os¡3lIcío vcctdrííit <]e jí dintunsÍQHPS. Dada una v:i' 
riabk CLS^ciilar l, cun iiitervaJo ik variación (a, ft), 
si a cada valor de i sc sabe Jiaccr corrcspfindcr im 

vcclor X dc E., dÍTemos que este vBctor -v un:i 
fitnríún fU* /, lo <jiic dcsignarcrnos mcdiantc Ja iiu- 

íjiciíbi í.‘(í), 

l>oti>tiios a. E, dc mia csirttctura ík cspacit) pru- 
piameiUc itudidíano, mediante Ln intrúiiiiccián <!<■ 
1111:1 forma cuiidrática ínndanif'ntal deíinida pusiti- 

va. Diremos t]ue iin vettur variabk Jt Íüittlí hactu 
fl vecíor ‘titílo (o más brevctnenle, que ticnde a clto ) 

si eí escalar mcd. x- tknde a cero. Es claro que est:i 
deünicióii es independiente de la forma cuadrática 
degida. 

Sentado esto, diremos que el vector .íff) es una 
fimción cotilinua de í si, habiendo dado a la va- 
riabJe ( un incremento Aí, el vector 


SEC. 
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tieiidc B. cero cuando tícnde a. cero, Sí existe 
-> 

un vcctor x' tal que d vcctor 
Ax 

"^7 

üende a cero cuando Al tiende a ccro, dircmos quü 
.v' es ol vectar (ieritíudo dG x para el valor ( de la va- 
rifibie. I,^iam!irenios ffí/ej'íHciní dü x al vcclur 

-tr 

r= .v'ííjf, 

y así pndrfifnús rcprfiscnUir el vcctor dcrivado a' 
con la notadbn 



lii 


Hstas definicioritís son siinplos ytíneralij'adoue.s 
tJe sus aníilügas dfiJ cálculo veictorial elemental. 
Las íórniulas de derivaciún de umi suma, deJ pro- 
ducto de un vcctor por iin cscíllar, y de lina funcíón 
vectürial de función escaJar, son formalmente 
idónticas a las fúrinuJas clásicas del cáicuJo vec- 
torial elemental y se demuestran exactamente de 
Jíi niisma inauera, Si el espacio vectorial E. es 
euclidíano, lo rriismo OGurre para la fórraula que 
da Ja derívada del producf 0 escalar de dos vectores. 

4-2, Vectar derívada de un pimtD.— Sea un 

espacio puntual afín de n dimensiones, Dada una 
variable escaJar í, en un intcrvalo (¿ 1 , 6), si a cada 
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valor de ¿ es posibJe asigníLr un pimta de 
diremos que e^te pmitü M es funcióií de í* y lo de- 
signíireinos con la notacidn Mff). 

Siendo 0 tin punto fijo arbilrario de al vec- 


tor X = OM es íundón de í, y snpongamos que 

-MN 

aquel es derivable y admite como derivada x\ Es 


obvío qne el vector x" no depende dd pTinto O 
Glegido> 5ino solo de M. En efecto: si O" dedgna 
otro puntü fijo arbitrario. 


= OO" + Q'M 


y+ siendo fijo el vector 00\ 


dom dú'M “T 

. = - X 

4i di 


El vector a' llama vccíút derívaJíi del punto 


M y se representa por lii nütadóo Llamaieinüs 
iíif^rencíül dci punto M al vector 




con lü ciíal cabe representar cl vector denvada M' 


por la notación 


4-3. Fimción vectorial de Tarias variiblei eeca' 
larefl*—Como en ál análisis vectpriaJ dementaJ, 


un vector x puede ser fnndóii de vaiias varíables 


sEc. 4^4] 
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escalares independientes a, p, y. La nocióii de 
derivadá parciai se extíende inmediatamente a 
tales funciones vectoriales. Se establece, como en 
el análisís ürtjinário^ qne 

siempre que esás derivadas pardales s_^n conti- 
nuas- La diíerendal de tal fundún vectürial se 
e.^cribe 

3í dx 

jfx tít — rfir + — — iJTf. 

dm flp íy 

^ 0 l vecior' S es funcióji de la variahlci por in- 
tcrniedio de varias fundomis compotninies csca- 
lares «{/), |3(f). obticne, bajo las mismas 

hipótesís que en el análísis ürdinariü. la ffirrtiula de 
derivación dc una Inncióii cóinpHesta: 



3jf íírt 3-1' íí0 

" + 

Ud! 3 (i tit 



Lo que acabanios de decir para los vectores 
derívadús de nn vector se extietide sin modifica- 
ción a los vectores derivados de un punto. 


CODRDETIADil^ CUBVILINEAS ECí IIH ESPAQO 
PimUAI. EUCLIDUNO 

4^, Coordeaatlaa curvilmea«. Súteina de refe> 
reucÍB aaociaitoi—Etl todo lo que resta ds este 
capítnlo, supondremos dado «» espacio puniual 
eudtáiano de n dimensiones, en el cuai nos 





tSTAClu ÜUCJL-IDUÍSO BS caoiin, CURViLLhrHJt? 


ptopancmQs tístüdiar cierto niiraero dtí nocÍQiie5 
gcométrfca^. Rcfirajnos <fn a un sístema de xefc- 
c'encia cualqmera (R) y desígnemos por (x*} la^ 
coordenatÍHS de un punto cuaiquíera M respecto 
H dfcho sistcma, Hcmoi? visto quc a todo conjunto 
dc n números (a;*, x', ,. ., .r") correspüude un punto 
tJntco K de (f., y rccjprocanicnte. Para distinguir 
cstas coordcnadas dc otras que vamos a íntfoducir^ 
diremos que aquellas c onrd fUHdag; rpr.tf linpa,^. 

Consideremos n íuncroncs, varias veces diferen- 
cíablfis, de ius w varíabics y\ quc desigriHrcmos 
por f* fv^ y\ y^) y cscribamüs; 


scrá distimo de cero en Ü\ como íisiraismo ocu- 

. . , . _ . .y") 

rnríi cdti el oetcrminant e runcionai , -— - - 

j X I .,., X''l 

dc las funciones "4-2J, inverso dcl precedcnti;, 

Existe asi una corrcspondeiida biimívoca cntro 
los puntos.M cle D y los sisteraas de vítlores de bis 
variables (y') pcrtenecientcs a D', Si las funcioncs 
f* no son Íineales, no es posiblc iiiterpretur liis y' 
connj sístema dc coordensidüs rectilíncas. Sin cm- 
bargo, el punto M aparece como fundOn, vnrias 
veces dífcrenciable, dc ias « variablcs escolares 
(y'). Diremos que d espacio ]ia aído reíerido, 
cn cl dominio D, íiÍ sis!I¿'>íío de Cónrdfnatias t'Mn'íri'- 
neas (y'), Llatnaremos c«rEHis í¿íí;irrfíJT<íí/flí a ías 
curvas lugares de un punto M, parn cl cii;i) solo 
varíc una de las variables (y*). Por un puiUp M 
dc ¿T- pasan » líneas coordcnadas, Eslas curvaii 
coordcnadas sc reducen a Uneus rcclas en cl caso 
dtí las jcoordenadas rcctilineas, lo rine jiistifíca d 
nombre atribuido a cstas, 

Dudo un aistenm do coordenadas cnrvilineas ¡y') 
y un punto M de ¿r», vamos a aaociar al punto M 
un sistema de refeicjnda llamado sisíema «aturai 
en M del sistema (y'); Kstc sistcma natural tienc 
por ürigen el propio punto M y como vectores; 


HupoTldremos quo estas n fundones son indppen- 
dícntcs, de íal auertc que, cuando las variables (y') 
varían on un dominio D', sea posíble resoiver 
las M ecuacfones rcíipecto a las variabJes (y') 
y i'Xpresar tstas últimaa cn íundón rle las x*‘. 


cn el süpuesto de quc ol punto M dú coordenadas 
(í') varia en cicrto düminio D de Óm- Supuestas 
indopendicntes las » funcioucs el detcrmi- 

iiítnte funcional 



Pf" 



5/' 3/* 



“ j 

dp s r 


iy-dy^ 

¡ 
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[4-3], que es distinto de cero_ Los w vectores ei 
son dertamente colitieales con Tas tangentes a 
las n curvas coordenadas que pasan por M. Se- 
gún [4'4], é\ vector diferendal de se expresa 
por la fórinula 


De otra maneTa. las n cantidades dy* son 1a.^ 


cOTnponentes contravariantes del vector dM en. el 
sistema nntural de reftTencia en M del sLstema (y*). 

Dlfefños que se eícctúa ün cambio de coordena- 
das cnrvílífiea^ sobre Ids (y*) cuando sustituimos 
las variables {y*) por eJ nuevo sistema de varia- 
bles [y^')p Jigadas a Us primefBS por las fórmulas 

yí' - yí' {yt^ ; y* « yt ^ [^-1^, 

slendo bs fundQues varias veces dííerenciahles 
respecto a las y*, y recfprocamente. Cuando sr 
efectúa taJ cambio de coordcnadas curvilíneáSp el 

sistema natural Cí) del conjunto {y*) queda 
siraultáneamente sustituido por el sistema tam- 

bi¿n naturaJ (M, ¿i) del conjunto (y^). Es fácil ver 
que se puede pasar de urt sístema de reiercncia al 
otro; se tíenfij en cfecto* 


Begún la fúrmida de derivadón de las íunciones 
compuestas. 
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De aquí sc deduce 


reciprücaniente. 


Asf, pues, se ha reemplazado la base {&i¡ del es- 
pacÍD vectarial euclidiano asociado a por la 

basc {tíf^jp que se deduce dü ella por ias sigüienles 
sustituciones lÍTieale^: 


Tjídhema.— A iüdf? cambio de coordenadas curvi- 
íinem [4-6] se haHa asúciado un cambiú de síslcma 
dc r&fer^ncía na¿urai cn Mp definido por hs fór- 
íHulús [4-7]j dondc 


4-S- Ejeinplo de eoordenadai! eiirvilineOE*— Con- 
sidereiTios el espacio eucüdiano ¿f™ de la geometría 
ordinaria y sea Oxyz un triedro tiirrectángulo. E1 
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sistema de coordenadas semipolareí rejativas n 
Oxyz y el sistema dc cooriJfíTiadas poiares dcl cs- 
padu 5on otros tanttts eicmplos de coordenadiLs 
curvilíncas. Este último sistema, p. ep, está dc- 
fínido por las fórinülas 

# =■ r EUS 6 CQS >■ — >■ CIÍR (3 Sín 1 ^ 1 . ¡ r scn 8. 

y, rcciprocíimente, 

■■ = + y' + í't if) = arc IJ ^4 8 = arc tc - 

KHcribÍrcmos; 

}.1 - r, jr» _ -J,, Jj’_ n 

Las líneas coordenadas en }kr SOíis rt^S[>cctivs" 
Tnenteí, cl mrtin vector OM, el paríilclo dc íj> 0: 
quc pjXfííi por M, y eJ m^ridjano de cttntrü O v 
riLdio f que jniSíi por M. E1 sit^tema n^iUTal de 

rcfeTenciii ^súcj>4:Ic> está íorjnado jhjt: vcctor 

uiiitarií:] de OM; vectür tangente al pafjüelo v 

de ]ong[ítud r cos y í,, vccíor tfingeníe al jncri- 
diano y de longitud r, Esios tres vcctorei son cons- 
íantcmcine perpendiculaFcs entre sí. 

De manera general, cuando los ir véctores ei dcl 
sístema natural dc rcfcrcncia son pcrpcndicuLires 
entre sí, se dice que el sÍBtema de ^ordenadas 
curv^ueíis conmderado es un sÍBtema dc CMordé- 
nadas ortogonalesL 


üJSG. 4-6] KLE’VlETJTq LtWEAL DTL rrSFACCO V7 

4-6. E1 elemenEQ lineal del eflpncÍD^—Sí el espa- 
do puntual euclidiauo '.,f^Ti: está referido a un sis- 

tema de coordenadas curvilíneas (y'jj vcctor ¿M 
admite las diferencialcs como componentas 
respecto al sistema natural dn M. Por consiguicntep 
el cuadrado de estc vcctarp o cuadrado de la ái^- 
tancía dc dos puntos íníimtamente prtjximoSp está 
dado püt la fcjrmtila: 

1 íf.í- ^ ' [4-0] 

en dandtí 

-T— 

H't/ »“ dtfj ■ 

Cuando vatia til piinto IVT, tajnbiéu. varía ei 
sjÍstL’iTia natural íle féft'reucia, y los productos es- 
óalares gó^ídc catla dos vcctorea del sistenta se 
prcsentafr como fiindonL'S de las coürdenaclas cur* 
vitíneas fy‘) úel punto M. Para g 1 ciiemplo consi' 
derado ca la Bccción preccúuiite, se tiene: 

ds* =■ -f- r* ü -h r* [4-10] 

La expre^íón [4-9] recibe el nombre de dcmefih 
lÍTteal o tambián eJ de méiyica dcl espacio, 

E1 conocimientü dc csta expressdn permite el 
cálculo ^nmediato de la longitud de un arco de 
curva de én, lugar de un punto M definido por sus 

cüordenadas curvilíneas. Si e] arco de curv'^a AE 
está deímido dando las y* en funddn de un paxá- 
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inetrü que varia en un mtPTvJo (d, su iongí- 
tudi vjene dada. por 1 r integral: 


it 



dy^dyi 
Sií - 

A4 .Jf 


Ml] 


Tle nianera análogap d eleniento de volumen dd 
cspado es el vohamen dd paFaJdepípedo cons- 

truído ctni iós vectores í|<íy^ ...j o sea. 


dTV I ... iír*, [4-12] 

on dünde f desígna aJ detcrminante dc las ifij. Por 
intvgracií'm obttrndriamos d volumen de un cuerpo 
finilü dei espacia. 

4-7^ áe —/VI espaeia puntual 

eudídUno. ae Imtla asocUdo un espado vec- 
torial euclidiíiiio, En. Cada sístema de ref^enda 
de ífrt dcíine una base de E* y, por consigujeute, 
líunbién define bases para bs diversas potencias 
tensüriaJcs dc Paxa abreviar el lenguajep dír^ 
mos que las componcntes de un tensor eudídiano 
rcspectü a una de taJes bases san las componentcs 
relativas al sisteraa de reierenda de íf* conaide- 
rado, 

Sentado esto, supongamos que a eada pujito M 
de É^B asücíamos un tensor eudidiano deíinido por 
sus componentes relatívas a] sistema natura] en 
M del tonjuntu (y^), Diremos en tal caso qne her- 
mos estableddü iin ca^npo dc en el sástenia 
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sac. 4 - 8 ] 


de coordcnadas curvilineas {y*]. E1 análííis ten- 
sorial^ al que dedicaremüS el f fisto de este capítulo^ 
se ocupa del estEidio de estos campos de tensores. 

Hemos visto qtie a todo cambio de coordenadas 
curviiíneas (y^) corrcsponde un cambio del sistema 
natnral de referencía en M deEnido por las fór- 
mulas [4-7] y [4*8]. Por consíguientep si T designa 
un ten&or dc ordcn 3, p. ejn, con coinportentes 
mixtas l*4p estas componentes se transforman en 
un cámbLo dc coordenadas cutvilÍTieas de acuerdo 


con las fórmulas lensoríales: 

V-i- ■— V.— -— - —- 




en dondc las A estin fjyfinidas i:)Ot las íúrraulas 

1/.-8]. 

La$ catitidadcs son. en cada punio 1^1, ííííí coni- 
|xjíientfiS covariantes rclativiis aÍ sisteina natural 
dc refetenda títi M de un teiisor. EI tonsor funda- 
mental gjj nos proporciona, pues, un ejeniplo de 
campo de tcnsyes, En im canibio <le cüOTdenacla.s 
cuTVillnéas hay í|ue tener bien presente que las 
gtí se transformiin scgiin la ley: 


Af' Aj' jTit.. 


LUS SIMBOLOS DE CIUUilTUFKEL 

4-8. Kl prDblema fundjimeDtaJ del aüáUiiü EeD- 
aoriid.—Sea 

ÍS" = g„jíí;‘d>'í, [Í,-Í3J 

el elemento lineal del espacio euclidíano refe' 

rido a nn, sistema de coordenadas curvílíneas (y‘). 
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Cnanáo se pretende estndiar los campos de ten- 
sores, en tal sistema de coordenadas curvílmeas, 
se iropieEa coa la díficultad de que los tensores 
asociados a puntos diferentes se hallan refeiidos a 
sistemas dislíntos. Para poder comparar etltre sí 
dichos lensorcSp convdeDe estuáiar cómo ^^aria ei 
síst.ema natiirai cuando se pasa de un punto 3f a 
olro infinitamcnte próximo. 

E1 conocimientü del ekmento lineal Í4-I3jp en 
el Cual 

nos da detallcs tnuy prcdsos accrca de la forma del 
sislema natural de rcfercncia en ios díversos pun- 
tüs de é'm. Se noís piantea asi el probleírta si^cnte: 

PiíoblkMa .—EsiMitdo uf^rído d ¿sfacio cucli- 
diano A « un dsima dc cúürdmadas curviiímas 
(yij^ pam el cml d eUmcnto hncal dc¡ cspaciü cs 

— Sijdy* dyU 

dcíermfnesCt rcspecío al H$Uma naXuTsl (M^ íi) cn ^[p 

ei sistema naiitfaí (M + dM, ¿g -¡- dc*} ¿n cl punío 

infíniiamcnic prÓMÍmo 1^1 -í- ¿iM. 

La posición dcl sistema (M -f- rfM, ca + 

dará perfectamente determinada respecto a (M^ íiJ 
si conocemos las componentes contravaiiantes^ con 

relacióiL a los vectores Cit de los vectores dM y 


sEc. 4-91 


RHTnACiqHES EtíTRH r.AS 


Las componentes contravíiriantes dedM son las 


rfM = dv^ 


PoT otxa parte, hagamos 


dfiír ** Qí^cji 


cn donidc las t.>- dcrif^nan las coniponentes con- 

travariantes Úe rhu Estas componentes son c^n* 

dcntemente fornias linüiiles riíijiieclct al vector iM. 
es flecir, formrts Hncalcs tespcicto a las difcrejicialía 
lí'v*: En consecuimciiij sc pfjdr/t cscribír; 

túf, - JLIÍJ 

sícndü las Pti fnncíürLes cle las varíables (j*). 
E1 pfoblema propuesto ae encijentra iisí reducido a 
la determinaciún de las h* funeiones a piirtir 
H (íí 1) 

de las —.■^—^- fufLciones gtf. Segiin se compruoba 

sin díficultad, [4-14J y [4-lS] son Jas conocidas 
fórmulas relátív ’45 al triedro móvil o íntrínseco que 
se utilízan en Ja geonietrfá diferencia] clcmejital de 
curvas y superficies. 

4-9. Relaciouee entre laa Pfcíf.— a) Supuesto co- 
níKÍdo el Glemento iinejil [4-13], el sistema natuial 
d^referencia o sistema iiitrínsoco, en cada pnnlo M 
dej^». satisface las relaciones 


«1 ej = Síir 
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Por coDSÍguiente, d sistema natüral en el punto 

—í- 

M + ííM satisíará las relaciütjes «Jedncidas por di' 
ferendadúíi de [4-17]: 

-y -3K 

íídfj 4- c|ííf| = dgtj- 

TeniendD presente las [4-I7J y sostituyendo las 

—y 

det mediaute las [í-ló], se Uega á las fórraulas 

ffrttjf + fAWi = ^fií •E*-lSí 

La forma de cstas idtltnas reladoncs nos induce 
a iijtroíludr, al misnio tiempo que las tJÍ, las com- 

—*■ 

poncntes covari-tntes «í* del vector ¿Íífi y, al 
propÍD tíempo quG laa los codidentes r^ji de 
dy^ en tún: o sea, 

Estas diíerentes cájitidades estdn Ugadaa por las 
relacionea 

tJíf = - Tm ^ í Tpí = l4-iy} 

E1 conodmiento dc las fí* íunciones rtji es, 
pnes^ equivalente al de las n* ftindones primitivas 
r^fg^ Con estas notadoneSp Jas ecuacíones [4-18] 
e'htre formas diferenciale& se escriben: 

“lí -r Wíi = ^giS [4-SÜ; 

Tdentiíicaiidü en ambos miembro* de [4-2Í)] los 


SEC. 4-9'] 
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coeñcientes sc Uega al sistema equivaknte 

de ecnadones ^itas: 

Ttrj + Fají = [4-^11 

eii donde se ha piiesto 

git = —^ 

a fin de hacer más clara cn lo sncesivo la aplica- 
ción de 1a convencidii de Eiti&tem ^ 

El sistema "[4-21] contitínc tantas ccnacioncs 
como c^ntidactes (.Iktintas por ío rjue, sicndo 

fífíi +J1 ntímcro de las ga, dicho shtcma in- 


cluirá 


n’(ji + 1] 


ccuacioiics, 


ft) Laíi ccuacÍQtlcs [4-14] y [4-i5], rjuc nüs dím 
respectivnmfinte bs difcrctiduJcs dcJ punto M y 

de los vectorcs et. tcndrán qtie scr iutcgrablcs: 
debcrán darnos paríL J:ia derivadíi.ft segundiis de M 
— ► 

y de í4 valores simétricos reapecto a los Indiccs de 
derivación. Escribamos las coiidicioncs de integra- 
bilidad de la ecuación [4-14] y dd punto 51. Eu 
virtud dfl Gsta últiiua, se ticne: 


_L/HI - Lí. 

íyltSyl ~ dyAjÍ^j ~ ajP* ' 


^ Sí / deJJÍgiííi Lktli íuDción fi& Ieib cQardtínaañs yi, eucribLrÉ- 
■jnf 59 cn [o 3uce.sivü: 

= j7- 
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y, ijeguii [4-151p 


TambiéTi se ticne: 


= rtVs- 




Lo& prímeTüs miernbro& dc « 4-22] y [ i'23] han dc 
scr igualcs; ch decir* 


dc dondc 




I * 1 f^V 


lo ciub scgiSn f4-lsn. sff pucdc É3cribir cn k formn 
efjuivnlente 

rku = r,i± (i'SS] 

Por tanlOp liit cíintidades l\/i deben scr simc- 
trita.s respccto a sus iiidiee5 iníeriores^ y las canti- 
dñdei r^jí hün de serlo rcspecto a sus índiccs 
cxtremos. Las ecuacíünes [4-2 5J nos dan. para cada 

valor de í\ —— ecuadone^s, EJ sistcma [4-25] 

coutiene eu total ^—~ tcuacioncs. las cualeSp 

' ÍÍ 

]'unto con las ^ —- de [4-21J, dan un sistema 
de ecuariane$ lineales para las fi* incógnitas 

r k}f- 
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Prüccderia aJiora escríbir las condiciones de in- 

tegrabnídad de los ve^tores íí, pero demostrareTriDs 
quK las n* rclacioncs obtcnidas pernutcn el cálcuío 
eiectsvo dí^ las rtji a pEirür áe Us gn y de sus d-e- 
rivadas. Por consignicntep Jas xelacioncs de inte- 

grabilEdad de los veíctor^ £t sipEirecen como con- 
dtriones para que el probleina plantcado sea po- 
sible. Tales condidoneé corresponden sencillamentc 
a una cuestión a la que más adelanEe nos rcícrírc- 
mo5 con mayores detallcs y rclarionada con eJ 
hedio de qtttí, dada una íormEi cuadrálica arbitra- 
ria fí-Id], no siemprfs exl!nti.'i en níi sbtcma dL* 
coordcnadaa curví]Ine;^jí que perriitl Ei íntcrpretnTla 
como cl ídemento iLTieal rlí" det ospariü ouidi' 
diano 

+ 

t-ID* DeK^riiiiUaciáa e^pHcíta iJe Iiim ^1.^— 
fdcil resülvcT tííeclivsintenEe d dc las fü 

ecuacloncs Itncídcs [4-21] y [á-25Jp pues de ellas 
íic íledijce que 

Tjit -h Vkn = |l-lAü] 

Vr püT permutacidn eírcuiar de los índicGSp 

Tkn + Vtkj = 

rijtr + rjj* = hjgkt- [^-23j 

Siimando [4-26J con [4-27] y restündo a conti- 
nuación [4-28]^ se Qbticne: 


STir/í Siriííf H- di^ft ^ 
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Designaremos mediante la notación [éí, ;] eJ 
algorítjno defjnido por la ecTjaciún 

[*i, fl [Si'ff -f- híst —Íj*k], [*-^j 


y, emplcando esta notaciúji, sc tieae: 

rtfi = ÍAf. fl. [ 4.301 

Rccíprocamente, es e'iidente que los valores de 
1^-30] satisfacen Jas rclacionea 
[■1-2 ij y [4-25J: dc estus valores se obtienen inme- 
diiitaniente Jos de las cantidades iLft: J 

fv, - í'í*ri*, ff* 1 «. jb). 

No 5 vemos así induddos a introducir d algoritmo 
deíinido por Ja ecu:idón 

de dondc reíulta: 

14,33] 

Los símbolos definidos por [4^2^] y [4-3lj se 
conoceQ respectivamente con los nombrcs de sim- 
holvs dá Cfms^úf/el de primfra y dá Ságunda ás- 
páctc. Estos símbolos nos permíten caJcnlar las 
y Jas rjrJf a pajtlr de las Y dc sus derivB- 
daSp con lo cual queda resuelto nuestro problenia 
fundamental, ^ - -— 


SEC. i-ti] CAlí^TP OE CnnHT^HFrAUAB JP AJtA I_AS rpí f07 

ft-Xl. Caniliifl de eoflrfleEiadaB paM"Tafl 
Es importante observar que las q las «o 
cónstüifye7i las componmtes de un tensor^ Eusque- 
mos cómo se trunsfotman e&tos dos sistemas de 
eüutidadGs cuando se GÍectüa un cambio de coor- 
denada^ curvdlíneas. En este progeso^ ios vectores 
del íjistema natural de referencia se transforman 
de acuerda con las fórmulas 

^ —K 

, *•' “ ^í' 'i'' 

D i ferc ncian d o ^ tene inos: 

-I- -t -fc 

dfi — AÍ* rfrjj .1- 

y cómo, «n virtucl de [4-15], 

j-i. 

: tíSf^ — , 

_se ded uce quc 

H- = [A¡'AÍ^.üí*f H- AfrfAjjí,. 

Idcntiticandü los cDeficientcs de rj, se ve que 
las t4¡ se transforman según las fórmulas 

fi*í = A¡. ^Af. [4-33J 

y por introduccWn en esta ültima de las cantidades 
se obtiene: 

r^íííy* = Aj' Aj^. nsli ^ Af dyK 

Como las dy^ son arbitrarias, podemos idenüficar 
en ambos nuembros ios coeficíentes de de donde 
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m 

sft dednce que las se trajísfDFmaii segiiu la^ 
fórmulas 

TiJi = a]’A 4^A;^ -h A, [4^34] 

eu las cuales ÍJitervienen las deiivadas segundas de 
las funciones que deüncii el cambio de CDordesa- 
das curvilíneas. 

UrFERENClAL ABSflLUTA Y ÍJEEn APA COVAJlIAMT 
■♦" 12 + Difcrenrjal «bBohrta de un veclor+— íí) Con- 

i-A. 

sídercmos cn un campo de vectores tf definidos 
por sus eüinponcntcs cpntravarínntes tr' y tratcmíjs 

de cícprcsar la dífercndal dv dci vector del campo 
pjira nnn varinciíin infínitesimal dd punlo M me- 

diante laa rnmpnnentcs contravariantes de dv. 

Cuando sc pasa dc M a M + dM no solo camblan 
las componetiles ij', sino que varía íambíén el sis^ 
tcma natural de teíerencia conforme al estudio 

hecho aJrteriormente. EI vector v ostá définido 
en todo punto de í, por la reladón 

P ^ Í'*íí, 

áe dDude por diferendadón r^ulta: 

dc = Íí'*íf -+■ - 

Sí se cíilculau las dei con ayuda de [4-15J y í^e 
cambian ios ludices, se obtiene: 


¿EC 4-1^ lJlFERl¿yc[ AL ABSQLUTA T>B1 ÜÜ VTLCIOK 


103 


Poi: consigruíente, laji componcntcs coTitrüvaxiaq^ 

ttís del vector dv Hon las ■cantidadea 

^ jífii + [4-35] 

í?egiin su propia forma de originarse, Jas cantí- 
dades se transformart coruo las componcntes 
contravariantcs de nrt vcctor, lo cuaJ no es tan 
ev¡dertt& para ItLS cantidadeis Por ei>ta razón sc 
da a v*-'^ nombre de difefCñCÍul nhsúluiu de 

Por e^ttenaión, tarñbién sc díce a vccts que dv cs 

la dÍFcrcncial abaoluta dcl vector v. 

En lugar de las difefenciales Crthe tnlrDducir Ías 
dcrivadas paí'díiles, con lo qutí tina farnia 

diferendal rí neai rcspccto a las dy^\ 

fiíy^ -I- - {hv^ -f 

Aliora bicrt^ coTñO Ías cantidadcs dy*^ arbitrarias 
rmni&ricamerttej aon cüiuponenlcs conttava- 
riantes dc un véclor, se detltice quc Jas canüdades 

= dtv* -h [4^351 

son las cpmpüíientes de un tensor, en el que apa- 
reco como covariante el (n.clicú de derivación k. 
Hste tcrtsor se denoinina derivada covananlñ dcl 

vector a, Conviúnc observar que^ al igual que 
las dv^, ias no prescntan carácter tensoríal, 
Si la diferencíal absoluta, o la derivada cova- 

ríante deJ vector t;, es idénticaTnente nulaj los dife- 
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rentes vectores del campo son equipoJetites entTe 
si; o, de otra foma, cl campo es imifomie. 

If) Supongamos ahora que los vectores i* del 
campo están dados por sus coraponentes cúvanan- 

ies- vi e intentfimos determiiiar dv mediajite sus 
componentes covariojites yrfí Para ello. consíde- 

rcinos un campo uniforine aTbítrarjo tp, dado por 
sus componentes contravariantes ¿p"*, y formemos 
cl producto Gscalar 

' ‘ 'í . - 

. ip f' *s ifilt'i ; ¡ ’ ' ^ 

como fíic cs nulo, díferendando dicho producto 
cscalar, se deducc: 

V ' 

y, como ' . 

wm " Oj 

suatituyendo en U antcrior Ja deducida de 
estEi, sú obticne: 


ind’ti = 


0 bien: 

Dado que esta relación es váJida para cuales- 

quiera se dedtice que 

= dvf — tüf 


aFC. DlTi^TgEITCTAL ADSOLdta DE DN TüJiSOE 


A se le Ilama la diferericial absoíuta de i?(. 
E1 mÍEJTio razonamiento anteiior permite pasar 
dfi ias ílifere7i.ciale5 a las derivadas, y así obteneinos: 

[4-3q 

en donde las IíXS componentes covariantes 

del tensoi derivado covariante del vector v. 


4^13. Diferencial aliEiñliiin de uini —Las 

consideraciones precedentes se extíenden sin db 
ficultad a ün campo de tensores cüalesquiera de 
orden Vainos a delerniinar medianie süs coinpo- 

nenles relativas aJ sistemíi nainral (M, Z) U dife- 
rcnciaJ del tensor del c-ampOj consíderado conio 
un véctor dcl espacio Ef, parn una variacidn 
infinitesjmal dd pünto M. A esíí tensor dilerencial 
se Je Uama ifífercncial íibüüiíitíi del tensor dcl campo* 
Para siniplificar notacioncs raionAremüS sobre 
ün tensor T de ordenjsj dellnido por un sistcma 
de componentes mixtas Desígnaremos por 

Vfi las componentcs relativas a (M, ¿í^jdel tensor 

Sean dos campos de vectores uniformes arbitra- 

rios v y w^y formemos ei escalar La diferen- 

dal de este escalar^ para una variación ínfjnita- 
mente pequeña de Mp está dada por la diferenoia 


ñ 
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puesto que los dos campog de vectores son unífor- 
mes. Se tieue así* 

Por otra parte. 

ii[tya<,] = átyw, + /¡4*1», -f- tydw,. 

en donde. debído a ia unifomiidad de los campos 
se tiene: ^ ' 

1ÍF< =1= ^ ujf p» ; ^ 

Cambiando los nombTics de Jos índíces de suma- 
a6n introduddos, se dedtica: 

—+ í?»Í)*rfir/. 

y como esta igualdad se cumple cualesquiera que 
sean los viilores tj', de las componentw en M 
rle los dos canipoi; de vectores, resuitár 

=.*//■„ 

La cantidad es también una fornia díferen- 
ciai üneal respeclo a las Bi hacemos 

Vfl =■ 

en dondei, 

= 3*«í ^ r**,/' + rp*íí. [j.40] 

siendo las cantidades vA las componentes de un 
tensof, que es el tenBor derivada covariante da T, 


£n las fórmulas [4-39] y [4-40] aparece ciaramente 
la reg-Ja general de foraiadón de la. diferencial 
absoltita y de la deriyada covaríante de un tensor. 

Sc puedcn demostrar, como se bace en análisis 
elemental, las rcglas Iiabítualcs que dan la dife- 
rencial absoluta de una_suma o de un producto de 
tensores, De ígual manera, la diferenciación abso- 
luta y la contraccidn son operadones permuta- 
bles, en el senüdo de que el resultado es indepen- 
diente del ordcn en que se bayan cfectuado estas 
dos operadones. ResuJta de aqui que Jos productos 
contractos se diíerendan siguiendo las mismas re- 
glas qiie para ios productos tensoriales generales. 
Re.specto a la diferendal absoluta del iensor fun- 
damental g*,, exíste un importante resultado de- 
bido a Ricci, Formemos la (iifercndal absoluta dd' 
tensor g,,, y se tiene: 

Víív - —•*?*.'#/ —«■ij'ifi/,: 

pfito, scgún las ecuaciones [4-1S] que nos han ser- 
vido para el cálculo efectjvo de las formas wí, 
d. segundo nuKinbro es klintícamente nulo. Se 
obticne asf el resultado siguicnte: 

TüOJtsUA.—iíi dift*6nciai áb&ointa del tensor 
fiindam&ntal grj ¿s nttla. 

Con ayuda de esto Leorema de Ricci se comprue- 
ba inraediatamente quc ta difercncíacióii absoluta 
y el cambio de posidón de lus indices son. efecti- 
vamente operaciones pcrmutables. 

4-14, Vector acelernción de un punti] mÓviL.— 
En el espacio consideremos uu punto móvil M 


1 


kl&EHTBQWICz_—S 
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íuncítóii de 1111 paTaiiielr& & 5 ca]ar t|iie interpretaL- 
remoii como represetitadón del tiempü, Las coQr- 
denadas curvüineras y* de Jl resultan asf fnncíones 
de /: EI vector -velncidad de M será: 


^ ~ li ' 

- Im 

y como gI vector ífíl admíte por componenté^ con- 

travaríantes las dy\ el vector tendrá por compo- 
nentes contravariantes’ 


dyi J 
dt 


E44ÍJ 


E1 veclor acekradón del punlo M es d vector 
dcrívadít dd vector vdocídad. 



SiaC . 4--ía] DRADIEKtk. DE OííA FU’HCIDSí ESc.jlI.A1l 
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Si la acekracidn dcl nnívil M es conítantementé 
nuia, su trayectoria una recta de i^„: por Gonfti- 
giiiente, cualcfuiera que sea .el parámetro las 
rectas de estan definidrifí! en coordfínadas cijr- 
viirneas (y') por eJ sisíema dífercncia]: 


dr 



dt ~d 7 


ii -Ls. L.L. »). t^íaj 


Resuita a vece^ córtiodo tomar conio variabie 
independicnte £ la íibscisit ny de un punto dc Ja recta, 
cantadu sobre ella a partir dc iin orij^en íijo. En 
tal caso, a Jo largo dc ntva recta dc cfn» Ja^ íuncionas 
,v'(í} satísfacen «1 sistemn difcrendal 


^ 'i' j " 

fh iÍA 


siendo d vector de componenleü ¿/yVí/s d vector 
unjlariosübre !a rectíi. 

üer;R.4ünHKs mvjraíKmALKs kn cüürükNaüas 
CVJlVlUíVEAJS 

4*15, CrsdicDte de unu fuiieíéu e>iealfir. —Coii- 
sideremos un campo oscalar origiiiado por una 
función íp de las cdprdenadas curvilírieais y* del 
purito M, La diferendÍl absbluta dc taÍ campo se 
reduce en este caan a la diferencial drdinaría df 
Ea íunción rp, la cual es asimismo ün escaiar. La 
derívada covaríante correspondientc es precisa- 
mente el vcctor da componentcs CQvariantesi 
AdcjnáSj resulta inmcdiato comprobar Cjue, cn un 
cambío de coordenadas, las .se transfonnan 
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camo la& compoTioTites covarmTites de un yector. 
E1 vector de componentes covariantes Srs recíbe 
el nonibrc de gradimi^- de ia íundón y escri- 
bireinos: 

pw [ 4 - 44 ] 

ob’^do que las compünente^ contravariantes 
dcl gradiente de íj? &on: 

9 =* [^-45] 


lícltranii ha ¡ntrodücido, con el nombre de 
pardmeiro difermcía! de primcr orrfíw, la norma del 
gradícntc; o sea, 

A|<p [4“íí>l 


Híi cl espaciu dc la geometría élemental roferido 
li coürdüiiadas reclilíneas rcctangulares, se tiene 
cvidéntcmcnle: 



4'16. Kütñi’iünal ár. un campü dt vccltinH-— 

Supongamos un cainpo de vectores i< dado por su5 
componentes c ovaria ntes vi^^liemos visto que 

I Vi"j = riV^í- f 4 - 4 Tj 

T-as r soii símétricas respecto a sus d os índice s 
infcriore.^ v, aj^permutar en [4-4^ los índices T y /, 
-se podrá osctibir; 


—rj*í6íi:. 


r 4 - 4 s: 


5EC, 4-1í'J dtvf.jh:: K?fcrA de uh cahpq de vzcTQitEs 


Re^tando miembro a jniembro [4-47J y [4-48], se 
abtiene: 

y/t'í — ^ SjT^í — diV}^ 

de donde resulta que las cantídades 

fijlri — &|rj; 

5on las componentes covariaíiteií dc un teníDr 
antisimétricop ei cual se denoniina frns.or rataciona} 

-► 

del vector v, y ge escribc; 

Ea cl cspacio de la getimelrifi clcmpnliL] se in- 
troducc, com t?I nomhit' ik VRclor roiadonal, cl 
vecior adjimto ílt-l tcnisor íLriüsitirtL'1.rictj [^-'líí]. 

4-17. Divcritcdt^ia du uii canip» dc vectore».— 

Sea un campo de vectores v deíinido por sus coiiv 
poncutes contratiantes ir': se llama divergencia 

del vector v ítl escalar 


div. f} « vrtíí 


De la espresión 


yjtií = djv* 

para la derivada cüvaríantep se deduce la sígmente 
expresión de la divergcncia: 


div, V 


[ 4 - 50 ] 
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Vamos ít tTa-DBÍonnar eftta fórmula dando una 
niieva expresíÚTi de las cantidadcs FrU qtie fí- 
gnran en ella. ITlilizando las notadones dc la 
rlcrivada covíiriantc, ei teorema de Rkd relati- 
vo al tení^or fundament^ &e escribe: 

vjtíírji = ^ ríi*if*í — rj^tjíu: = 

de doudc se sleduce por mulííplicación contracta 
por K 

ritV — Tíi^f - P, 

o bicn: 

Vt\ - ^ [4~5í: 

T.n cantidíKl qyc figurn cn d st'gundo tniembro de 
Uv últiin'ii ifíualdiid rccuerda por su forma In deri- 
Viitla dd determinante listíi es, cii (rfeclu, la suma 
tlc Ins dctcrininantes obtenidos reemplazando su- 
r.esivaTnente cada fila do g pur otra íila formada 
coii Eas dcrívadas de los cleinentos de Ja misma, 
Dcsigiiando con a*í ei coeíicientc cie gt) cn d des- 
aTTullü de. g, se tiene; 

Í->.pi fMM 

.>1 í~i 


dc ílondü se deduce: 
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SuMítuyendo csta □Uima 12 n [4^50], que eixpresa 
la divcffjoncia, ise obtÍGne: 


En coordenadas nnrvnlíne.as, la fónTiula de Os- 
Lríjgradsky para un dominio ij-dimensíoiial D 
hacc intervenir hi intcgral iniiltiplc dc nrden ?lr 


El Liltinto mkmbru ye LruJisíoniia sin dificuítad 
tfn una infefjral exiertflida a l:i írontcra de D/ 
cual cs prcdBamente d ílnjo a través de dicha 

-*■ 

fronieru dd tampü íW. veciorcs u. 


4-18. Lqplnciuna dc una riiucluu.—En cJ cb- 
paciü de la geometdn dcmcniaE rcfcritlü a coor- 
denadas rectilínttas rcctaugularos {x^ j', apitrece 
coii frecuenciíi el operador: 


Este operador Tccíbe los nombres de laplacian& 
o de pürdm£tro difdrmci^l de ssg^mdo ord^n de 
EÉltramí\ 
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Con mayor generalídad, dada en una fundon 
escalar íp de la^ vmables y\ se liama lapiíiciana 
de 9 al escalar 

* dív. gradr 9 . [-4-541 

E1 estudio precedente nos pennite expresar 
explícitamentCp en un sístetna Cüalquiera de coor- 
denadas cttr'vdlííieas, la laplacíana de una función 9 . 
En efectOp segnín ci lcprema dc Ríccip 

dc dondc resulta: 

De la expresidn [4-53] de la dívergcnda, ^ 
deduce una expresión para la kpladana que^ de 
ürdinario, rcsulta cómodacn los cálcuJos práctícos: 

■' v' I i I ' ^ 

V I s I 


CAPITULO V 


LOS E5FACIOS MEMAIVTÍIAIVOS 


mTHrCAS EUCTJDJANAS TAIVEEN'rES 
Y OSCULATniCES 

Defiaiciáa dc lon es^piiciftn de Ritmnan.— 

Considerenios una variedad pnfitua! Va dc n di- 
mcnsioncs y varias vcccs difctcnciablc, La mcjor 
imagen que cabe liacerse do lal variedad cs In 
dada por el coniunto dc todas la^ configuradone^ 
posibles de un sistexna dimlmico con n grados de 
libertad. Supondremos cscndalmente qnc el en- 
tomo íle cada punto M,., dci Vri se puede rcprescntar 
mediante un sistema de n coordcnadas (yí)p sns- 
e^pEible de toniar tüdos los valores posiblcs pró- 
ximos al sistema de coordenadas (yj) del puntü M^. 
Eístas coürdcnadas yK qne sirven para representar 
anaJitícamente un rccinto de Vn^se pueden elegir 
de infinitos inodos. Como en la geometríü díferen- 
cial elementíU de las superEcies, eonvendremos 
en que, aJ pasar de un sistema de coordenadas 
{yi} a otro lüs nuevas coordcnadas son 

fimcioncs diferenciables de Jas antiguas hasta 
un orden suEcientemrate avanzadOp y recíprooa- 
mcnte. 

Ligada a la varicdad Vj, considerada elcgiremos- 
una métricap para éllOp en el £ístema de ooordena- 
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iLF.TRTCIA F.irCT.IDTAJíA TAWGENTE: 






das adoptadoj dijajnoji luia forma cuadrática fli- 
íereDciaJ: 

eÍE* = :^iidy^dyí, ^J" 

cuyos coeñcieutes gij seaD íundones arbitraria^ 
de laEi y\ con la üníca condición de scr difcrcnda- 
bíes hasta un orden coiivenientcmente devado, 
5í 3a métrica [5-1] no satisface las coDdiciones se- 
naladas al ñnal dc la secdón 4-G no exístirin cn 
sisfcnias dc coordcnada_s ctinñJíneas talea qtJe 
la métrita de é'w tome la fornni [5*1J; dircmos 
en tal caso qtie la métrica [5-ij no es euclidíana y 
que define a W como iin cspacio de Ricmann. 

Ast, íin espacíp de Riemann cs en defínitivii 
una varicdad dc n dimensiünes dotada de una 
nittrica tal como hi [5-1J+ y sc denomjnará propia- 
niente ricrnannkno cmituio h forma [5-1] sea defi- 
nida posiliva. En el caso genvnil, [5-1] puedtí ux- 
presarse Cümo sümn aigcbralca de n cuadrados de 
íornias diferencialcs lineaJes, y llamii .%i§naíutü 
de Ilí forma [5-1] aJ conjunto de signos + y de 
signos — íiiae preceden a esos cuadrados. 

Metrictt rurlidíaju Lan^rEitc en i±n puDta,- - 
E1 medio niás simple de doiar de propiedades geo- 
mátricas a un espado riemanniano eonsiste cn 
ídentííicario lucalmente^ en la medida dc lo po- 
sible^ con im espado euclidiano Sm. A estc titi, 
intrQduzcamos el concepto de loétrica eudídiana 
tangente en nii punto de Ym. 

Supongamos uii espacio ÉUclidmTio con la 
misma ^ignutura que Vn y un punto de coor- 
denadas del eípacio rietQunnrano V*. Hagamo:? 


sEc 6-2" 


correspcinder h 1 punto M,^ otro punto ?n-^ del ífn y 

> 

11 n sistema de referencía £i) sumetido a las 
únícas comJídones: ’ 





en dünde ¡gff)q designan los valores cn de Jos 
coeficientes de [5-1]. 

Hugamos coTTesponder dc ]a manera ñigiiienfe 
a todo punto M próximo al de Vt* ofro punto jm 
de del entorno dc nw, si el piintú M tíene las 
cnf5rdenada.s [yí)^ el punto m qucda definido por 
la rdación! 

ífi^m =t [[^.I ... 

km doiidc ias funeíones iio ciímjJleíi más con^ 
diciüti que la de scr de segiindíi grado respecto íi 
las variíibies —y* para. y*^ — yj próximo a cero. 
lín tai casOp dirí^mns qiie esa coiTespondentia dc* 
fiue iina r¿-preseíUacíún prinur {intrn en cl en- 
torno dc El punto ni se llania imagen dd M 
en dkha rcpresencacióii^ .'iiendo la iinagen de 

_MedJante III füniiuia [5-d]^ el punto fn cjuedu 
ílcfinido coiJiü fundón de n varíables escalares 
(y^). de donde resulta quc Jas {y‘J constituyen iin 
si^^^de^ cüürclínitdaa curvillncas para d .c5:pacio 
cudidiano_^ cn d entomo de ím,,. Para este sis- 
terua de coordenadas curvIlínGas, el sistema na- 
turai dc referencia en está deñnido^ en \irtud 
de [b-3J^ por los vectores: 
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Eii ei caTnbio de variabJes considerado, las 
se tranBÍorman segün la ley: 


es decitp que coíndde con eJ sistema íi) quc 
habíaraos considÉrado ímciaimente, Por consí- 
^ientep si designaraos por 


¿íf* = itrdy*^y^ 


la métrica dd espacio enclidiano cn el sístema 
dc coordenadas (y^)* se deduce (segiin [3-2]) para 

y* = y\^ 


Para que ia nodon de métríca cuclidiana tan- 
gpnte prcscnte cardcter intrinseco es necesario y 
sufkícTite que se tGnga: 


ReyT.ilta que las dos métricas [5-!] y [o*4l ticnen 
los mismoB cücíicientes pata y^ — yj. y se dicc 
que úo% de taks métrícas son iangíniús para 


Después de estaa considtiruc¡gnci> convendrcmos 
Kii lü sucíidvü cn que^ cn toífv cafnbio coordenadas, 
Í o^ Cú ^íicúnííJí. £fs de la méirica dc m 
manniano sc irans/orfnan la lcy 


IiíectiJémDS un cíLmbio de coordenadas que 
haga pasar dc las cQQrdonadas (y*) a nuevas 

coordeiiadas [yí') y sea [ífi,, £)>) el sistema natural 
en iJí(, para las coordenadas L*n cálculo jiime- 

diato mucstra que el vector jí)*w defimdo por 
15-3] se puede escribir; 


Dado que las uociünes de representación de 
primcr orden y de métrica euclidiana tangcnte en 
ün punto prescntan carácter intrínsecOj gracias a 
ellas podemns eíitender a los espacíos riemanrLÍa- 
nos cierto nñmero dc propJedride.s geomctricas de 
ürigcn euclidjanci. 


cn donde ias íunciónsi ^ satisfacan la niisrna 
condición que las funciones T, Resulta de aqm* que 
el cún-££ptú dc repres^niación dc prime^r urdcn es 
indepcndíenle dd variables ¿mpleado o, 

como se dice también, presenta caiácter mtríiiseco. 


5-3« ^Dcinae^ geométrkaH deducidafi de l&g mé- 
trico-s euclidianaE toiigenteR,— a} Elijamos en el 
espacio riemanmano V™ con métrica 
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Lcap. a 


un punto Mjij y seít <f, el espacio cuclidiano tan- 
gente en M». íjue supondremos referído al sistcma 

natural C(} on para el sistcma de coorde' 
nadas cnn-iUneas (y'). En tn, la métrica de 
está dada, segúii lo visto antcríormente, por la 
formíi cnadrática: 

Dtremos quo está dado nn tcnsor por sus com- 
ptmcntes rríativas a las (y<J cti d punto M* dc V, 
cuaiHlo cn cl jitinto wf, ile if» sc lialle dado iin tcn- 
sor por sus componcnlcs rdativas a] sistema 

(fffii, i!i). Sí st* cfcctúa un Canibio dc coordcnadas 
qtic liaga pasar de las ccKjrdcnadas (y') a las (yJ'), 

d sistoma de refercncia im., íT) quRdurá rcempla- 
íiiiíio por d con: 

ri 1=^ (Af'J.í^; fj. ^ (.A*.),#,. 

y Jas oompojientcs íi>. p. ej., de un tcnsor T dc 
orden 11 se transíorman según la ley tcusoríal 
dásica; 

= (a/-)„ (aj'), fj'-'.,. rE^ij- 

Las componeDtes de Jos diicrentcs tipos de ten- 
sor T se dcducen unas dc otras por muJtiplicación 
rontracta por las cantidadtis (g,j}, y 
Si se designa por M el punto elegido en V„ 
-'ie podrá omitir en las fórmuias precedenfcs el 
indice ccro. Así, toda el álgebra teusoríal eucii’ 


Í?-- -hiíd_ :*foCIO.VEg G]¿nMElRlCA.S 

iliana se Éi:ticnde sin otras inodiñcadones a los 
vectores y tensores ligados a un mismo punto M 
de \„. E1 algebra do estos teiisores se reduce a la 
iraducción dd álgebra tcnsorial cn d espacio 
euciijano mediantc el conccpto de métrica 
e.icl,(üana tangcnte. En particlar, dcsignando 

por t' y w dos vectores ligados a .Vf y de compo- 

cscalar vienc dado por 

P JV = 

Jf) La intfodücdÓTi dc la.s métrica.s ciclidianas 
tangentes en u» punto p«rinite también defínir cn 
a geometna de los ftspaciOH dc Kicinaim dmas 
imctOfiei, qut- hactm ínttrvvnir domiiiíus d,-1 2 
»1 fbmeti.síones de V,. ' . 

Ííupcmgamos. p. ej„ rtut: d espncio V. sea propia- 
niente nomanmanü. Cim idénticas notacioncs quo 
antenormentc, la rJistaJicia dcmentaJ de los do<J 
p 11 os . ,, .1 en ei espado de ítinmann cs jgual 
a la distfinda deincnt:il euclídiana dc los dos 
puntos imagends; 

- lgi,Udy;fyS = Iy>dyi m;;mí 

l>e Ja Ciistancia elemeutd entre dos puntos en 
í-l espacio dc Riemíinn, riue está dada por 

— V 

se deduce por intcgraddn la iongítud de un arco 
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m 

orden. Dy.do qua la ropxesentación es ya de pri- 
m^r orden, se tendrá: 

í-í 

y, por consiguiente, 

{giA “ 

Por otra partep dcrivandw ¿^-11], sé tiene: 

-V .7 

Comparantiü coíii csctiía para y* = >'i.i 

se dcdücq: 


do düTide resuha la igualdHd de Jos símbolos de 
Christoffíil de primera especie paia = yj; ade- 
más, scgiín [á-2G]^ 

(3±ííj)i ^ Í5-13; 

Así pues, la Tnétrica dc Ríemann y la metñÉa 
euclidiana {5-12] admiteri los mismos coefídentes 
y las irtisíuás d^rivadas ísígs íiQ^ficitni^s para 
— yi, por lo que dícbas dos métricas se llaman 
osculatrices para = yi- Se puede demostrar 
cojTíO anteriormenie que ias nodoiies de repreBeíi- 
tación dc segundo orden y de mctrícas oscidatrices 
tienen carácter intrmseco. Con ayTida de estas 
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nociones definiremos en un espacío de Riemann 
la diferencial abaoluta de un vectoro de un tensor. 

Con cl propósito dc precisar esta noción de repre- 
seiitadún vanioíi a considerar un ejemplo tOTnado 
de !a teoriri ordinaria de superfkies. El estudin 
geométrico de las superfícící?^ siguietido cl rnétodo 
de Gauss, es decir» el estudio de las supcrficíes, 
salvf? una défoT-macíón en el Gspacio euclidiano 
ordinariOí consiste en considerar talqs superficíes 
cpmo un esparío de Riemann de dos dimensionfch, 
Sea 5 una superficicp uno ác sus puntfíii, y íp 
d plano tangcnte én M^. A todo punto M dc S 
próxímo aJ M, se le hace corresponder d punto m 
proyección ortogonal de M solirfí I^a corrcs- 
pondcnda cnlrc M y m defiiie uua rüpre&entación 
dfí segundo orden. y la niftrka establecida sobrq ¿í j 
osciilaUk de la cDrrespondíentc a la superficie. 

CiiiiijH» de Eeurtarej^ dc BJfereiidál ahKU- 
kitfi*—Supongamos íigado ii cada punto M de Vn 
un tensor T en la forma slguÍGnte. Se puede hacer 
corresponder al punto M en uu sistema dc reíc- 
rencia compatibíe con los coéficÍentDs de h mé- 
trica riemanniana en el punto por lo quc tümare- 
mos las componenteá dd tensor T respecto a eüe 
sistema de referenoa* Una vez conocídü para cada 
punto M tal sístema de componentes en función 
de Ías coordenadas (y^), diremos que se tiene un 
cajnpo de tensores en Vd, Las gi/ constituyeii un 
ejemplo de un campo de tcnsores de este tipo, 
Para comparar los tensores ligados a puntos infi- 
uitamente próximos Ma y M de Vn, necesitamos re- 
Jacionaj entre sí los .sistemas dc referencia corre^- 

\ 

\__ 

r., ^ 
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pondientes en (f«. Para ello, emplearenios HTia re- 
presentacion de segnndo orden sobre del en- 
torno de y adoptaremos como £Í5Íemas de refe- 
rencia los naturales iigados a los prnitos y m, 
imágenes de y M en la representadón. E1 tensor 
lígadü al punto M quedará así representado por el 
tcDsor imageii definido por sus componentes rcs- 
pecto al sistcma de referencia tiatuTal cn m. 

CuaTido se cambía de rcpresentadon de segundo 
orden, ea dedr, cuando se TDodifican las fundones 
el punto m queda reemplaí^ado porotro punto 
qtie solo difieie de él tti nn vector infinítésimo de 
terccr orden respecto a IgíS y' consideradas 

como Infínítésimos prindpaies, Los vectore? dd 
sistema natural en m qucdan modlficados por 
vectores iníinitésimos dOi por lo menos* segundo 
orden. Por consiguiente, el tensor imagen del tem 
sor ligado al punto M &e halla defiiiíSo con d mis- 
mo orden de aproximación. 

Sean ahora T^j y T ios tensores ínfitiitamente 
próximos llgados a los puntos y M, Talos Um 
sores cstán representados, en cualquier represen- 
tación de segundo orden, pOT dís tensores imá* 
genes cuya difercncia está determinada indepen- 
dientcmente de la representación degida. salvo 
infinitésimos de orden no inferior al segundo. La 
parte principaJ de esta diferenda de tensores imá- 
genes será, por definidón, ia difer^n^al absúluíít 
del tensor T, * 

Consíderemosj, p* ej\, en Vp nn campo de vec* 

tores ü deteTminado por sus componeiites contra- 
variantes v*. En los puntos y el vector dd 
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CFiTnpo adinite vectores imágGnes en una repre- 
sentación de segundo orden cuya diferencria geo- 
métrica tiene las dgnientcs componentes contm- 
\"ariantes, respecto al sistema natural de reíeren- 
da en wí,: 

Í'V^'% = -h 

\ 

un donde, 

f Ih 

Los sinibolos de Chrístoffel í|ue aqui figuraii 
^ím los de la mÉtrica üncJidUna 05culatTÍ/. a!:»odada 
a la representación, y soii igualea a los Vidoreíí 
para y' = de !os símbülos de QiTÍsloífel calcii- 
hidos a partir de U niétrica de KíemanTL 

Suprimiendo ahora loy ubíndices Oh vemo^ que 
sr se escribe 

! * 

k'h I r**/i í2i-í5] 

la difereíteíal ahüoluta del vcctor r/ en M tienc 
como componentcí^ eontravaríantes; 

íit}i 4 l5'iiTí 

Üt igual modo quc en la geornetria euclidiana, 
las cantidades 

ílonde las están dadas mediante los simbolos 
de Christoffel relatÍvo& a la métrica de Kiemann, 
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son 3a.s componentes de un tensor denominado 

df^yivada cüvari^íníf del vector v. Tambíén se de- 
niostrarÍH qne, si el campo de vectores está defi- 
nido por sus componentes covariantcs sn dífe- 
rencjíü absolnta tiene las signientes componentes 
covariantes: 

y tioe ks corTGspondíentes componentes dc b 
rivada covfkriante se tíscríben: 

= ífcPí — 
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vector diferenciai absoluto es uiia diferenciaJ exacta 
V rle Otro vector, que satisfacc las cündíciones ordi- 
narias de mtegrabilídad, no hay razón algutia para 
qtie esto se vcríííqiie también en la geometría de 
Kieniann. 

5 -G* Yector aceleracioD do ini pimfD nióvil en V„, 

(rtoáíeieaia.—Al ígnal que en el espacio euclidiano* 
consideremos en V„ qn punto nióvil M función 
de un parámetro / que iñterprctaremos como la 

variable ticmpo, El vcctor velocídad v de M téndrá 
por componcntes cqntr|varíantes: 


Convendromo& en decir qne dos vcctorcs de 
nrfgenes M y M' infmitamente próximos soti e^ui^ 
pol^ntts si sus vcctorcs im.igefies en üna represen- 
ladón de segundo orden son equipolentes; dife- 
rencial absolnta cQrrespondiente al paso dd 
primcr vector al segimdQ es nula en cste caso. 

De maiiora amUoga se extendería a la geometriíi 
díT Riemanii Ja validez de Jas formnlas que dan 
la diíerendal absoluta o b derivada covaríante 
de un tensor cualqniera. En resiimen: las reprc- 
scniaciones de seeundo orden y Ja métríca eudi- 
flíana osculatrísí son conceptos que perniítcn cíi* 
tender a los espados ricmanQÍanos Jas nodones del 
análisis tensoria] eudidjano relativo a los teiisores 
lígados a dos puntos infinitajiiente próxÍmDs. 
Esto se cumple en particular para todos los ope- 
radores difarcncíales que hemos estudiado. Im- 
porta, sin embargo, observar que^ en el caso de 
vectores, ínientras en la geometria euclídiana ei 




dy^ 


d( 


En cuanto al vcctor ikceJcradón admitirá las 
componentes contravariantes: 


yi/f 

di ^ dí* ' ~ 'df 


15-lRi 


Si Ja aceleracióii dcl müviniiünto de M cs niila, 
su trayectoria se denoininii .eeodésica d^! espacio 
riftnanHiáno Tales cuiva.^ qncdan definfdas 
paramétricamente, cualquiera que sea el pará- 
metro por ias soluciones dtrl sistema díferencial: 

dyÍ ííyA J.yit 

^ ^ 7/7 ■■■' 

Adoptenios como variablc inílependieiite a lo 
iargo de una geodéáica C la absdsa curvilínea j 
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ds un punto M de esta curva., contada sobre ella 

a partir de un pnnto fijo. EI vector u, de cqnipo- 
rseTites: 

íy* 

ds 

es umtario y coIíucblI con ífAI' es el vector unítarip 
tangente a la curva, Las geodésícas están carac- 
terizadas jjor las ecuadonEs: 

Vt*’ 

s = íf« Q* rs-'jo¡ 

rÍÁ' líj 

las cualí^ expresan quc d vechr u cíJWSífrvtf fqui- 
pói^^Híe a $i mismv euando sé pasü de un de í 

C ¿I tylro infinüafftmfé prdxínw* geodésica^ 
CúnsYÍiíiiyen^ pucsi, la exkmiíin a la geomfirid riV- 
de /fls ri^das dd cspacio cudidiisno, 
x4hoira bien; en íf. lai rectas están camcteriza- 
da.^ por Ja propiedad de extremar la longitud del 

arcü AB respecto a Jas curvas que nnen los puntos 
A V B. Cabe entonces pregnntaTse si esta propíe- 
dad se veriíica también para las geodésicas en la 
geometría de Riemann. Para niayor sencilJez 
rázonaremos sobre qh e-spacío propiamente rie- 
manniano. 

Consideremcis una repr&seníadón paramétrica 
dé un arco de cnrva que une dos puntos A y B 
de Vb. Si y & designan los vaJores del parámetro / 
correspondi entes a los puntos A y la lüngi tnd 


5 EC. -£3-61 VECTDB ACELEkACinK DE UK VUWTQ ^IOVLL 


137 


del arcü AB está dada, según sabemoíj, por la in- 
tegrah 

íi 

pfi donde: 

(ÍV® 

/ = ; .v'< « — 

fii 

Las curvas que hacen extmma esta intGgral ■ o 
curvas v^ti.xí [Jefiiudas ptir el corrcs- 

pondícntc sistenm dc ecimdones dc Euier tld 
cákiilo fle variaeiones: 



HfectLJEindo las de.rivariüiiLv^^ tivné; 

Lí/[v^"/ajr'í J %-í 

ii< üca, 

4/ a/ a/ J tif dt 

- -L — -A __ _ _L = u. !5-LM 

iüá/i By*- ■ - 

Cquio el significado del parámetro i •eí a.TbitrariOj 
ici identiíicamüs con d arco s, o abscisa curvilínm 
sobre tíi5 curvas considerxadas; en tales condicioncs, 
tenemos: 

ifyi 

/'=-f ; /-ííí/yí = i. ^-23] 














conodÍTidase una mtegral primeMa / 
ástema diferencial [5-21] so redDcc a 


es decir, ai sjsteiníi de ecuacioncs de Euler 
función /, De [5-22] se dedute: 


y obtenemos para Í5-23] la forma explicita 


de dünclc, ¡Titniduciendo los simboii^ dc Chrístüffid 
dc primera espcdc, rcsultn: 


Mediante niu_ 
llcga al sistema 


cacion contracta 


que coindde con sístema difcrendal de geodéíi- 
cas [5-19] para i = s. obtiene asi el teorcma 


qfjsa R aoLT-fí ni^ irN^ míVA V 
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SEC. 

T^orema.—A' n g&ofndria riemanniana, las gíü- 
désicas son las exin^males de la inlegml í¿ue ÉxfrESa 
la longiiíéd del arco de cur^fa quf. uw dos puníos 
fijüs áff Vm. 

METKIC* EUCLiniAiNA DE APUCABlLmAH 

5*7- l)eiA(iTrc»Un ^ohr^ el espacio ciictliliano áv 
una cnrva de Vn-—nefinamü.^i en Vip una curv¿i 
cuaJquicra C mcdiantc una rcprcscntadón para- 
mctricn+ T.as coofdéii^das (y*) dc un ptinio M de C 
huii funcioncs dc un paráinetro i. Dcsignarcmos 
por A un ptinto fijo de C; p. ej., d qtic correí5ponclé 

valor í “ ri dd parámctru. 

A cada punto M dc C haccmos corrc&ponder cn 
el e^pacui eitdidíUTUi ttn pun!o m y nn sisteinn 
* 

fwi, éi) di;í la fomui ^signicntcí: 

1) Al punto A corre&pondc tiii puiito a ele 

gÍ4¡í> arbitrariiuncnte y un pístemít de rcfcrencia 

á, indctcnninadu en orientadcin, pcro jmít- 

íeetamentt^ defmido im fornuL y mágnitiHl por las 
relaciones: 

en donde las {git]u desigiicm los eueficierttes de la 
métrka rieinanniana en cl punto A {r ^ 0). 

2) E1 piinto m y los vectorcs cr satisfacen al 
ííistejna difereudíLl: 



[5-27] 




Í40 
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f!D el ciial las son los vaJores de los símbolos j 

de Christoffel en el punto M* siendop por consi- 
guiente, íuncioncs del único parámetro t 

Lel integracidn del sistema difereDCÍal Tí>-27J. 
con las condiciones inicialcs impuestas, hacc cfer- i 
tívamente corresponder a cada vaJor dc / y, poT 
tanto^ a cada punto M dc C, un punto m y nn si>' 

tema dc referencia (#«, ít). E1 lu^ar r d c »í tiiandn 
M describe C se llama d^^tsrrQUo o caría de C sobre 
el espado euclídiano, Si sc modifican las tondi- 
dones iniciales establecidas cn f), dlo cquívaic 
a cfectuar un desp!37.amtento arbítrario dcl sis* 

tema de rtferenda micid [a, (íi)*] y, en coiisc- 
cucndap otro rksplMaíniento ú^y. Asl pncs, la car- 
ta Y sc haUa definída sabrc salvo un deispiaírt- 
micnto arbitrario, i 

En la teoría dcmerttal de superficiés se obtienA' 
un ejcmplo dc caria si proccdemos de la mímcra 
sígmcntc, Sea una corva C traiada sobré una su- '■ 
pcrfidc S y consideremos la desarroilable drcun>- 
crita a S a lo largo de C. Si csU desarroll£ibk ír 
aplica sobrc un plano, se déduce de C, considcrada 
como traiíiida sobrc dicha desaitollabk, otra ciirv a 
Y que cabe considerar coíno una carta plana de C". 

S-S, Métrlca eucUdÍHJia ót apUciLlijlidaá a lu Jax°i3 | 

dt una curvft.—Con reladón al dc^arrono v de C 1 

ocjste cl sij^uientc teorema ímidamental: 

Teorema .—Es posibl& cnconirar tn tTa. uhíí 
méiríczi íal quc los valorjes numáncos iomadús a }o ^ 
(■{zrgo de y por sus cocfícientes y derivadarr pnmera^ i 

1 


.Hsc.. 6-é\ 


coínciden f:íi?í éos valores numéncos que toman en 
ios pntítos homélo^os dc C íos co¿}icimUs dc la mé- 
irica ricmanmana y sus dcnvadas pnjncras. Dicho 
de oifa forma: cs posiblc constrmr una méíriva 
cmlidiana qifc ssa oscuíaíri s de la métriva ricman- 
mana en todos los punios rfe C. 

Para sirnpliíícar ias notacioncs, efectnemos sobre 
las coordenadas de V„ iin cambio dc cüordenadas 
tal que ^ vcnga dfifinido por las ecnadones 

■■ ... fc= “> 0. 

y adoplemos coniti parámetni / la variíible r**. 
Convendrá uhora introducir IndíCes yriegos que 
tomen sclo los valores 1, 2, n — L en tanto 
L]ue los íudíccs latinüs beguirAn tonmudo iodos los. 
vaiores l, 2, 7i. r.on eyias convenctoíics, d 

sistcma dlfcrenciat [5-27] ad(|LiÍtírtí Ui íorma 


iítn 



dy^ 


ÍO tr 


1&.ÜA1 


y lietermina. el tiesiirrollu y C* 

Supoirgainos que a. tado ininto P dís uii entorno 
de M en V» hacemos ■correspQiidur un punto p de 
otro entomfj de »t cn tf», de la fornia sigoiente: 
ai el puntQ P admite las coordenadas el pun, 
to m será aquel punto de y de parámetro y*j y el 
punto p cstá deíinído por la rdadón: 

«í = vCi + [{ (r*,}„, ry^ + Vii Ü'')] '7, l5’Ü9J 

en doiide lai están restrinKÍdas a ser dc tercer 
grado respecto a las 






la fónrtiula [5-29], el puEkto p sg lialla 
deñnido en <r* como función de n vaTÍable& esca- 
larcs (yí), de donde resulta que éstas constituyen 
un sistema de coordenadas cim-dlíneas paiu ^p, 
en el entomo de y, Para este sístema de coordfi- 
nadas ciirwlmeas, el íH&tenia natural de refereuda 
m m (y* — 0) está definido, se^n [5-39] y [5-29], 
por los vectores: 



es dficitp toincide con d sistfima {m, ¿,) obíeuido en 
e] dcsarrollo. La métrícn de eti cl sístema dc 
cüordenadas (y^) admita* pucs, como cocíidentes 

en m los productos fificabres íi Según [5-27J o 

[5-28] p las cautidades $f satisfacen, cuando M 
dfiscribe Cp al sistetria difercndal: 

Pot otra partep segúji Ja propia defínidón de los 
símholos de Chrístoffel^ los coeíicientes ff/ de la 
métrica liemanniana son tales que 

- iVm + Tiif) 

es dedr^ satisfaceu al sistema diferencial: 

d£4f = Íirt^tíu^fk + >31] 

Asi, las cantidades £f y gtj saíi.^facen, cuando 


fiiic. S-ÜJ 
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M dcscribe Cp al mismo sisteTna diffit™cial; pero, 
ya que según [5-26] las condiciones inicíáles en A 
i>on las mismaSj resiilta que 

= íi/ 

se verifica idénticamenie cuando M deijcribe C. 
La métrica eudidiana y la métrica riemanníana 
son, por tantú, tangcnte!? en todos los puntos de C. 

Para probar que son también osculatriceSp bas- 
ta éstablecer que lag cantídadcs (rf^i)j'i^g sgn 
asifuísmo Jos vaJoi'es de Io5 símbolos de Christotfel 
sobre y para la niarica cucUdiana. Estos sfmbolos 


son los coefidentcs de an - , —, Ahunt bien 

?y * ayi 

sfigdn [5-29], 

(ürtU, 

y en virtud de [5-28J, 


—i- 

^.Syíay* / „ ^yá \áyf/y,„^ 


!o que demuestra el teorenia. La métríca euclidiana 
recibe el nombre de fué^nca eucitdíAnff dc 
ap/ícabilídad a lo largo de C. 


Aphcadazies gfiOEuétricaB.— De las nocío- 
ftes de desarrolio de nna curva y de métrica eucii- 
diana de aplicabíJidad se deducfiu numerosas con- 
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síderacíones geométricas. Nos lÍTnitartmos a se- 
ñalar algnnas de ellas. 

Sea C una gfeüdéísica del espacio ri&manníano \ 

A cada pnnto M de C se encnentra ligado el vecior 

nnitario n tangente a C y, cuando se pasa del 
punto M a otro punto infinitamenté |?rpximo^sp' 

bre C, Ja difercncial absoiuta dc u es iiula. Comp 
eiíta última diíerencial^s.igUid. a.Ia dd yecíor ima- 
gen en éjt en unia representación de segundo or- 
den del entomo de M |p* ej., la que nos da una 
Ttiétric:a euclidiana de a'plicafiíiidadj, resuita quc 
el vector imagen no es otro que el vector unitarÍD 
tangente a la curva y desarrollo dc C. Ke sulta dc 
todo cüo quc la curva y ^ recta dc í-. 

TEOñÍMA.—£^5 g€<^dé$icas dc un TspacíO rUman- 
uianú süH Im curms cuyú dcsarrúUc súbn tí cs- 
pacio mclídiano son Ihicas rcctás, 

Dc estc teOTenia se dcduce fácilmente, pot \iu 
pufamentc geométrica, que las geüdésicas de uii 
líspacio riemanníano son las cun.'^as que oí^tréman 
la longitud del arco que une do^ puntos fijos. Nos 
liniítaremosj a señalar la posibilidad de esta demos- 
tración geométrica. 

StR ahora uira curva cuaJquiera C de ¥■, y 
supcinguinos que a cada pitnto M de C se encuentra 

ligado iin vector tí(M) que varia de manera 
cDntinua cuando M describe C. La difeTencial 


absoluia de v aJ pasar del punto M e. ütro punto 
¡nfínitamenté próxúno sobre C es igiial a la diie" 
rencia geoméÍTÍca entre los dos véctore^ ÍTüágenes 
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üTL d'™ paT a la rcpr ese„ ntu^idn 

^tica eucüj|^iTa^_^^jL£^^ Esto nos induce 

a medir la variacifht geíiméfrica fimía del vector 

ctJíindü se pasa de un punto A a otro K a lo 
Jargo de C, medíaTite la diícrcnciíi tk los vcctoreií 

ímágenes dc t>[A) y viji), es dccír; da vectorcs 
que sidmiten, Tespectivameid.e, las mismas coinpo- 

ncntcs que t'(A) y v{B} TespGclo u lo^ sistcmas de 
referenda asociados st puntos A y Tí en el des-* 
arrallo, 

Supongamos íjne sc da cii Vn iin cnmpo dc vcc- 

u^reü f(M) y clo.^ puuios A y B. I.a vsmiíidón gco- 
métrica firirtu dd vcctnr del campü. cuandu se 
píisa de A a B, c.s, en virtud de la LlLdinidón prc- 
cefleTite, esencúvljnenlc rahfnm al aimifio C por el 
cual va tkstle A bnHta JL 


TENSüB CtlftVATÜjU UE lyU EHeAdJU 
KiKMAÑÍllAííli 

a-10- Üe.^flrnillü de dji cnfli|iaralclügramD-’— En 

e1 estudiü del espacio euclidiano e.n coordenadas 
curvíUneaSj hemos señatado quc la condición para- 
riiie una forma difcreiicial aiíidrática deíína unu 
métrica euchdiana es quc sc satisfagan las condi- 

<—p- 

ciones de integi'abjlidad relativas a ios vectOTCS f i 
del sktema JiatuTal de Tcferencia. En la geometría 
de Kiemann no sí^atísfacen en general dichas 
condiciones y vamos a escribir süí primeros miein- 


IJsCiawiJiuwrca^—iD. 
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bros ^ ínterpretarlos g^eomét-ricamenÉe signiendo 
uu raétQdo debido a^-’CaTtan, 

Para caJcular las deirvadaa scgimdas da una 
funcióii escaJar o vectoriaJ de las variables (y*) 
hay que efettuar dos deiivadones, de ías cuales en 
uua solo varia la variable y‘ y en la olra única- 
nieiile lo hace la y>. Vaiuos a generaüzar estc 
proccso introducicndo dos símbohs de diferencía- 
cicJji ÍJííírrcfljHÍPfai/íes. 

Partíendo de valores cualesquiera de las varia- 
hles introduacamos variacion.os árbitrarias 

(í^y*): direnios que cstas variaciones dcfineu un 
sítnbolo de diforeiicíadóii d, Scá, análogamente, 
(8y*) un seputido sisleina de variadones arbitrariaf 
quü delincn otro símbolo de diferenciación 3, A 
partir de los valores y< + rfy* dc las variablcs, 
cfectuemos la diferendacíón íi: se obtienen así 
los valonís; 


v' + í/ri -I- i)-* "H 4Jy* f5.3ai 

Si, paj-tiendo ahora de los vaJores y* -p st 
L'fcctáa hi difercnciacióa d, se llcga a 

riHAri-rJv'lJíri IÓ'33: 

Estos dos sistemas de valores coincidirán sí se 
conviene en quc 

JSv' = aj.v' 

Dircmos en tal caso que los dos sfmbolos dc di- 
ferejjcíación son intercambiables para las funrínTvp^i 
liatalaros u. más brevemenle, que son intercambia- 


\ 
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r 

ó?es‘, 3í /íy') designa una función dos veces dife- 
renciable de !as y', se ticne: 

S/ Sr/ 

y tarabiéíi, 

= ^d/íív^cÍ’I'/ -j- 3 f/rf¿ÍT'. 

'y- 

A causa de hi simetrhi de las derivadas segundas 
y de rñ-3í], resulta: 

- í-rf/. [5"35j 

He aqi]í se dcduce, cn |>ai ttciiJar, t]u^ propit- 
ihicL de pcrmiitadón de ambaH üímbQlos de difD- 
rQncEacic.tri cuancK» st^ cfíícíüa nn cíinibiüi 

cualqtiicra de lai^ variiLbJcs (y'). 

Cfjnsidíít'cnios íIüís fífnilíolos dt? difo 1*1211 ciiacióii 
permuubles y, a parür dcl puiriü M de V, de cúút 
dcnadas (y^), efectuemQü h difcrcndacíón d, quc 

iuce pasar dc M a M + r/M (y* f dy^], y Ja 3. 

por la que se pasa dc M a M + ÁM (y* + Ay*). 

Supondrcniüs ad ”11145 quc y 3M no son coli- 
nealeSt decír, que las dy* y Sy' no son prcipor- 

m 

oionaiüs, A partir de M -f- ííM fifectuemos la di- 
ferendaciún quc hace pasar al punto M' de coor- 
denadas [5-32]. Por la propiedad dfí intercambiabi- 
lidad de d y 5 llegaríamos al mismo punto M' si 

efecCuásemos Ja difercndación partiendo dc- M-hSM, 
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jm^,stcj que las coordenadas del punlo obtenído 
sorian [5-33], que coínddoB coi] [5-32j. E1 cGn- 
tGm-o ceTT.ido a$i doñnido por los cuatro pnntos 

(M, -!- ti'M, M'', M -|- SM) se llamaxá un casi- 

paralfhgrumo. 

Nds proponeínos ahora desajronar sobrc cJ es- 
pacio cuclidiano los dos caminos del casipíita- 
lelogTíi^nio que perniiten p.isar de M a W. Al punto 
M de le corresponde ün sístenia dc refereiiicia 

{jw, fr) dcfiiiidG salvQ un despla^aniiento, Si se 
efectüii ptÍTnero lit diferenciacídn d y dcípués Ja ^ 

íi, liitlireni&R dü.desarroUar los lados (M, M +ííM) 

y [M -{- (TM, M') dd castparslelogramo. pasiará 

dd sistema 1*«, íi} al fwf + dnt, <t + dtt) deíinido, 
f:n virlnd df [^1*22], por las ccuadoncs 

jífií = ; jfcj = uf ¡|ÍJ#i, {S-S&'" 

en dünde Wj' [(/) designa la ÍOrma diítvrenCial ti* 
tnmado para las dy‘, Eí desarroUo del Jado [M +_ 

+ dM, hace pasar ahora del sistemít [wt 

-|- íífw, et + dei) al [m,, fí‘'<}iji con; 


' jffni* = ám -h -f Síífft 
^ í*^li — ^-i = ^-1 “T 


Si se perTnuta eJ Grdendeambas diícrenciaoones. 
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3 C pascttá primero del sistema {m, ^i) íil -p 5 


si + S €i)r con: 


-Sh; = Sv’íi ¡ Sri = ÉüJ(ñ)ríj.: 


dcspués,, de tíste sistcma al lfn\, (iT¡)r]/cun 


Í HJlÉEg = Srf\ + dm + d^m 

. h , _¡H _%. _* 

(<!|)¡, — fi ' ■Íí*i 1 ;íí*i -1- ^Sdi. 

PíjT consi|[;uientCp 5>erá jiofiiijje pasar tkl sistcnia 

-iN 

í^^ilij mndiantc las ÍGrmulas: 

■ ^ í ^ ..±- 

Mí',iii[ ■ ífJím—lírfw ; (6‘írr] 

ír¡), - t:¡], .. iffii', —In'Cj. ]!>:!«) 

dc las cualcs viimos a iiacor ül cálcuU» píhcIívo dc 
Jos seguiidos micmbrüs. Ttíiieinns, en primcr iLtgiiT, 

liíítJI ^ =. Iií[í_v^fí} -- — ríu^É'¿; 

o ^eu, según [ 5 - 35 ] y [ 5 - 31 ]]; 

-F- - 1 - -■- 

ifSrtj —^ÉiíJí = (. ' 

De íiquí se [leduce, iiitercambiando eu el ál- 
timo término del segimdo míetnbrü los índices 
í y jt: 

rfSíH •— &¿fwi =■ = 0, 


.:5-3Pj 
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m 

dadü la sÍTnetría de ]qs símbolos de Christoífd res- 
pecto a los dos tndices ínferiores, Asl ambos 
desíirroiJoi cuTtd^pen al Tnismo orígeii m* pam d 
I sistcma dc refercncia final. La. tazgn fuTidamental 
para ello estriba en que las símbolos dc Christoffel 
se han dcterminado de maneta que se satisía^an 
las ggndiciones de integrabilidad para los puntDs. 

Comparemos ahora los vTctores de los dos sís- 
temas de ori(^cn m\ y 5e tiane: 

Mrt — — í 

^ i-ríwí í®) — íuJ(4f)7fj|. íjf[í}íífi — (itf{ÉÍ>íí*; 

r 

o sea, segiín [ 5 - 35 ] y [ 5 - 36 ]* 

—-ffí/íí — |'ííi>'J[í f fciJííO t- wí(-í¡uJ{í/j — 

Adüptaremos U notadón: 

díri — id.-i ^ a,V4. [3 40 

íin la qtíc 

tif ^ rfíyf(a) — fiiífííO + 

Píira una métríca riemanniana arbitraria» hs. 
caiilidados ÍIJ son, an general, diferentes de cefo 
y los í^istemas de referencia fínaJes asociados a los 
dos desarrüDüs pQscen distinta orientadiin, pero 
tienen la misma forma y magnitudp ya que los 
productos Gscalares das a dos de los vectores de 
tales sistemas están dados por ios v^alores en 
dc los coefícíentes de la métrica. Of deünen, 


ihi 


_ jr, 

SECr 5-ÍOj UEiÍAit hOLLO DE U?; CASl tAKALLLÚÜli.^iJ O 

pneSp la rotacíón alrededor de m * que hace pasar 
3? un sístcma de referencia ai otro, 

Es importaiite tcner pTesente que las cantida- 
des son las cgmpüuentcs de nn tensor, A un 
cambio de coordenadas cnrvílíncas corresponde el 
cambío de sistema de rcfercncía dennido por 


cie donde se deducc: i 

= Aí'íirj, H SAf'rtj.- 

y tambiCn: 

íí^iíi = I 4^ fiA|\/-rjF |- 

JnteTcambianclo los dos símbolqs de diíürcnda- 
ción y restaucUi rniembrp a niiernbroH por scr 
nitJtables t/ y S ddnntc dn las A-\ sc ticne: 

d^ffi — fií/í'i - — -fiii/í/.) , 

o sea, intToducúmdü las ÍJ|^ definidas por [b^áÜ]; 
lií¡l = Aj' - Af 

— 

Identificando los coeíicientes de fn en ambos 
miembrDS, sú obtiene la ky de trnnafarmación 
tcnsoriaJ: 

ílf = 

cs dedr: 

Teorema.—Léís canlidades $ün Iüs ^Qmpa- 
mixías dc hm 
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5-11, iEl t«nsOT de BjenmDTi^CkristoflrfJp^^^—Es fá- 
cíl demostriT que Ibs cantidades íl" son fonraa líi- 
lineales respecto a las rfy*' y Sy% y tampoco pre- 
sertta dificiiltíideií especiaJes el cákiild de los coc- 
ficicntes de esas fomias Yaliéndose de los símbolos 
(le Chrfstoffel. TeneniQs en primcr lugar; 

dj¡{&) - rí(r/,íy^) = -?- r,V3>"' 

y, por consigaiente, 

íwf *= JrFi^íííy'^iST^— f^iSy^dy*^ 

y, ñi se CHmbian ios índices r y 5 en el segtjndo 
tírmino del segundo miembro: 

—awíW - [wv. —?pr.^3píy^«>< 

PíiT otra partt. 

Sc deduce ck todo ello quc las íl? son expresables 
mHdiíinte las íormas bilineales: 

íí = nA [WiíJ 

en dondc se lia ptiesto: 

R J. t. = - rVirr^i — r,»|iv í^^3í 

Sicndo las ffy y ias componentes contrava- 
riantes de dos vector'CS arbítrarios y las Qf las 
cQmponenles de un tensor, resülta qne las cantj- 





dades [5-4d] deíinerk un canipo dc tensoTes so- 
bre Vr,. Al teñsor Ri^ rtt quc antisimctrico res- 
jTCcto a los mdices r y se le da cl nornbre de 
fmsor ííis Ríeynann-Chnsloffd o iensor de cun.'ü¿ura 
del espacio riemanníano Vn. Iji cürvaÉ.iíra de—un 
^spacío riemanniano sc mainfíesta así por el hecifco 
de quc si se ík.SEnTollan sobrc cl espsitiio eudidiano, 
a pítrtírdel Tnismo sísternii dercferencia inicial, dos 
caminos distínte que tcngan lus mismos estrcmos, 
los ristcnias de referencia finales ticnen dístinta 
oneiitEi.ciúm 

De las conHÍderacíoncs prccedt'ntes se deduce 
íjyc las condícinnes de integrabilidad dc Jos vec- 
lores se expresán por níedto dc las cctiacioncs: 


Uada una forum dirert;iidH-il cuHulríUicá arbi- 
trarjHiH para qm sc pucda cc5nsidí.:rEir como la mé- 
trica dc Un c'spacio eiididiíiuo, es iiecesario que se 
satisíagan las condiciones [u-44j, Se dcmucstra 
qtic si la variiñdafl corTespüJidicntc es topolúgica- 
mente equivalcute ai r.spHiciiü euclidianOj dkli:uí 
condldones son tambicn suficientes parii qiie V« 
sca eucJidiano, Cuando no ocurre asj\ el espacio 
riemannianü para cJ cujíI sati&factín las con- 
diciones fü-44], se denomina tocalmmie eudídiüno: 
en ío ípie concierne a sus prapiedades puramente 
locaJes, tal espacio no díficre de uji espado euclj- 
diano. 


^>-12 ^ Lue cQnipoiieuCCá ewiiriantee del teusDT de 
RíenmiiD-Chtlelofíel*—Para efectuar de mancra 
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senciUa el cálculü de las componentes co\-íLnaTite 5 
dd tensol: de curvatuia, Laremos ía siguiente cou- 
vención^ '^ue es purarnente algoritmica: UiiTTiare- 
mos índióe íjttíeío y io escribireTngi^ entre paién- 
tesis, a tódo índíce sobre el cual no deba actnar 
el operadot de derivacídn covaríaTite; con este 
convenio sé escribirá: 

= 3 JV.rAríí, 
por cdnsigniente, 

fír'iTi Vrl ^ 

X)é aqul Se dcdüce, en virtud del teorcma de 
Riccip que 

líj/.ri - hSi] : 


o seap qufi 




Si áe cscriben cn íormu ejepHciía k>s dos tér- 
minos del se^undo miembrop se ticne^ 

t^íjljri = r'fríji — ^iríff — Tirljí'fíj -}r Pi^yFlir r 5 ' 45 } 


Liis derivadas segundas dc las ^íj sdln figuran 
cn los priíiieros términos deJ segundo miembro de 
[5-45]r vamos a vei cu quá foniia intervienen en Is 
expresiún Rtjprj. Se tiene: 

fx -n - í . . 

^ri djf — Srííí. /1 — - Cr{c#^f| ^ ífjfjj - 

= ^iLtr, 7 ] = ;^ ^Á^rgti -r ?tfjr - 


■í£C. 5-13^1 


C.OÜRDEHAí>aS WOE^^ALES 


de donde^ restando; 

l^i;.ri = í&ífS'í, -h dugíf ^ 

-'^frrrajFríi r'iiiiíTíip-h [5-4fi' 

En las fdrmuias [5-^6] se obscrvan dertas s]- 
metrías que aparecerán aün míb cJaras si se üíi' 
Liza un sistema de coordenadas convenieutemcnte 
elégido. 

.5-13* Coíirdcnailn^ n^rruiilef^i Rclacinne^ i-nlre 
frtP itd Icbfíot Jc cnfvaitrrn*—Dadc uu 

pufiEo M de V„ efectuemofü wobre las variables 
(yO un cíimbío dc ccoi'donadas para pusar n las va- 
riahles ta! que en unst reptcsentacirtn de se- 
gundti ordcíi cl e.hpatío cuiclidirufo d'f, yc encuentrc 
rvforído al si^toma dv cuonlenadas rtíciílínftus ¡lsü- 

ciüctii al sistema naturaí rltj referKricia {fft, ti) 
ligado n M y a ks (y^). Los sii^temas nálTjr:ile.s en M 
piira las (y^) y las (j') coindden y\ poT tanto, coín- 
cidon tambián las Cümponentes en ambos siste- 
mas de CDúrdeníidas do un mismu tensor ügaflo 
a M. Pur ütra parte, Jn méirica enclidianu oscula- 
íin>* corrGspondiente a las VririuJíles (í ') íicne cfle- 
fíckntes constantes, de taf suerte qno Jus sím- 
holos dc Christoffcl rclativns a dichas coordcnádas' 
se aniilan todos en el punto M, R1 sistema 
denoniina 5'istema de Ctíffrd^naíias fjúrmales rela- 
tivas a M y asooiadas a las cocjrdenadas {y*]. 
Resulta utiJísimo cl empleo de talcs coordenadas 
Qormales en geometría ríemaniiTíin.íi, evitan 

cálculos líLhoriosos. Vamos a apücarias para poner 
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CJtF_ 5 

úe manifiesto cierta^ rel.acíones entre las compo- 
Tieates del tensar de RicTnanii-ClirístofíeJ, 

Respecto al 5 Í 5 teTna de coordenadas normales 
rdativas n M y asociadas a ias coordenadas fy*K 
lac componcntcs covariante-^ en M del tensor de 
curvatura (que tienen los niismos vaJores en am- 
bos sistemas dc ccKjrdenadas) estáTi dadíis por 
[5-46] p en donde se han armlado los símboios de 
ChrÍEitfjfft'l' o sea: 

Hi|. rj = Y 

habiendo caknlado laíS cantídadeíi que figuran en 
el íicgtindu rntembru respecio a las coordcnadas 
normalcs. Sc dcduce quc, cn cnaJqnicr sbtema de 
coordenadfUf^ se tient-n las Tckciones: 

Ifl H n. ti r 5' ^íí; 

jíi|. rj ** — Hu, jr HjfH (tj. 

Por oira parte, y por pürmutación círcular de 
Jos índiccs j, Th ^ obtiene: 

^íír- j; " ^ 

fr = -^ -‘^Jlílr ^ SirÍJib 

y, suinando, 

lí-íjí n "I" lílrp Pj “T líjiJ Jr = 6 . ! 5 - 5 í.*. 

Se dcmuestra que [5-49] y [5-50] forman un 
sistema compíeto de identidades para las compo 
nentes dcl tensor de RiemaiiJi-Chiistoffel. Cualquíer 


sj^c. 5-1^* 


DERIVAQAS FiEGUMDAS DE UH VECTÜH 
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identldad entre Jas componentes dc Kíí, tí se sa- 
tisface por un con]unto de númerü& Ríjpr# some- 
tído linícamente a las coudiciones [5-49] y [5-50]. 
Toda Ptra ídentidad scrá consecuencia algebraica 
úe r5-49] y [.5óOJ y así ]o es, cn particularj la 
[5-48]. 

5-14* DerivndttB RegundaH covnnanCctt dc nn vcc- 
líir,—Dado un campo de vectores por sns CíUmpo- 
iicntes contravariantes i'\ tratemos dc caícular la 
diferenda cntre y Eu eJ espado 

tíuciMíano, esta diícrencta cs mjJa, mientras qur 
en cl ricmannianu Estara ligada a la curvatnra 
deJ espacio. ^azoncmos on nn si^tuma de cúoríJe- 
nadas normales rdEitivHis ;v iin punto cuabjüicTu 
M dtí V.. Hn Eodo punto de Vm se tiemi: 

ConiQ las coordenadas son normales en M.*„se 
jyiularáii en cste punto los simbolo.'i de Christofíel, 
por lo que se tiene en M; 

VrtVjt'*! *« h 5,r,*iv', 

de donde se deduce que cn cl puuto M, 

VdVjt'*)^ViíVí’''’‘l = ( 3 rlV( —í.fr''()i''. 

Ahora bien; en el sistema de coordenadas con- 
siderado, en virtud de [5“43], se tíene oara el 
puuto M: 

Kr*. r, - í,l’/r — 3 .r,\ 
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de donde resultíi la identidad; 

— í-(\^rí *) = Rf*. ri^‘- [5-3*} 

Cümu lüa düa rnieriibro5 de esta ídeDtidad son 
tensores, resiilta que es váíida en tüdo punto de 
V„ y cuulquiertL que sea e¡ sistenia de coordenada^. 
Se hubiera podido utilizaf la identidad [5-51]; 
tístablecidu directamente, para introdudr el ten- 
sor de Ricmann-Christofítíl; por un proceso equiva- 
lentc se introduio por prinicra vcz el tensor de cur- 
vatura. 

El IrnFior Ac Rícer^—SurgC la GueStiún 
dc si cs posiblc dcdüdr por conlracdón de íudíccs 
jiuevos tensores a pariír del tensor de ííiemann- 
ClirbtoíícL rqmo las com|ionentes Ru.r, son pot 
ujia parte antismiítricas respccto a í y j* y a r 
y a js, por qtra^ resuJta que Ía contracdón de í 
con j 0 la de r con $ dan tensores idénricamente 
nulos. 

Hagamos la contracción de un fndice del priintr 
grupü con otro del segundo: p* ej.. lo3 Indices 
seguítdo y tercerp. Se obtiene así el tensor: 

el cual es evidentemente siméinco respecto a los 
indicES I y j, ya que 
I 

Sí se hace la conlraccíón de ün índtce cuaiquicrj 
deJ primer grupo con otro tambíón cualquiera del 
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segundo, sc obtiene siempre ya sea el tensor Ru o 
bíen el opuesto, porque en virtud de [5-49jp 


Al ¿cnsor siméírfco Ru, qnc desempcíia itn pupd 
fimdamrnial en lu ii^oria rdativisia dr la graviía- 
cidn^ se h du el nofnhró de teniíor de Ricci. De [5-43] 
y [5-52J se deducc inmcdiatainente la cxpresíón 
explícíta dd tensor de Eiiod: 


Del Censor de Ricci rcgulta por coniracción uii 
ínvaríante. 


el cual se derfcomina cíinííiíutu riemunniana escaiür 
del espacío W, En ujt espacio lÍEmann.mno de dos 
dimensiones como el representsido por una super- 
fide ordinaria, deterniinada salvo pna deforma- 
ciún arbitraria, la curvatura riemanniana escalar 
DQ difiere de la que, en teoria eleniental de las 
süperficies, se Uama curvatura totab Por otra 
parte, es sabido que dlcha curvatura total depende 
exclusivamente del ds^ de ia isupeTficie. 


3*X6. hajA ideuildadeB de Btanehi.—Entre las 
compojientes del tensor derivado deJ 

tensor de curvatura existen otras ideutidades. 
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ItjC' 

[idemús de Iñí> dedvddaív derivfindo [5-4&j y [5-50]* 
Estas importaiitcs reladones rocibcTi el nom'bte de 
úfeníídades de Bia n cJi j , 

Para establecerlas, adoptarcmos un sístema de 
coordeuíidiiS normales relativas a rni punto M 
arbitrario dc V.,. Los sÉmbolos de Cbirtstoffel son 
entonces nulos en M j, de 15-43J, sc dcduce por 
dcrivacion que ein el piintu M, 

VlHl^ rj = ?rír**F d^iYrK [54^^! 

Por permuladón drcular de los índiccs s y i, 
se obtiene: ' " 

Vríb^i ít S'ítIV^S ■— 

y dc aciüí, por adicirtnH resuUan líts identidades: 

> *i H rp + Vdíi^ t* ■ 0* 

las cuales, debido a su forma lensorial, son válidas 
en cnalquier sistema de coürdenadoa. y cfi tüdo 
punto de V.^, Las identidadcs [5-5tíJ son las que 
homos l\\xm^áo ídenlidadcs át Biandti. 

Por dobk contraccíón, sc dÉducfi uiia consecuen- 
cia importante relatíva al tensor de Ricci. Para 
É = resulta: 

— Vrí^íí + V*^ir + rf = 0 : 

y por contracción del índíce i con el 
— H“ VaKÍ = 0. 


3EC.S-16j 1-AS inENlIDADEH np. PIANCiri ISÍ 

D sea que 

ÜViili'r - VrR ■* 0 , 

ecuaciones qiie, en virtiid del teoreiiia de Ricci, 
&c pueden escribir cn la fonna: 

Vlfli'r—=P, \^T¡ 

Por consíguiente, si se introduce el tensor si- 
métrico 

1 

S,i = H„ —[54>S] 

este tensor s¿tí$(ace a las idenl.idaíles: 

V,SV - 0, 15-6Ü] 

tíis cuales son iundamentaie^ en la teoría relati- 
vista de la gravitadt^n, en la que BÍrvetl para in- 
troducir príncipios de conscrvución. 


5 . 3 CH»imniVTti.— 1 |,. 










CAPITULO VI 


EL CALCULO TENSORIAL 
Y LA PI^AMICA CLASfCA 


DITfXMirJ^ LOa SlSirmAS UULOiVOMaS rA)N LIGADTmAS 
INnEPENDIENm DEL TlE’Brtt 

6-L El ertpnrlo ifir ^QDfÍfCtiriLCÍún comn c«jHiri<i 
HnrnQnniano. —Considcfcmfis un sistatnft. cliniimicD 
S con Iigadur:i.s ha]iSrt(jnfíi.s, pcrfectas ií incl(!jT«n- 
flientcs dcf tiempo'^' y con w grados dc iibertsid, E1 
conjiinto df fns cqiiriguíadoiifts dfi tsil sisteiiia 
constituye una vamdad difcrp.ncinblf! de » di- 
inensiones, que se tlaiiia la variotlíul o el íspííírKi s/í 
Cünjiptradátu Designareinoa por {q\ q\ ,,,, q^) 
tm sistcnia de parámefros parn S, es decir, un 
sistema de cQordenadas paTíi el espacio jle cñn fi- 
guración, En estas hipótcsis. lá~fuerza "ínva, 3T. 
del 'sistema S es mía.j'Tííii^á Jiiihdjiiííca ..defini 
positiva con rclación a. la? derivafias de las q* 
réspecto al tiéjihpb: 

2 T = iJü,'V^ 

en donde Las «u son funcioiies de los parámetros y*'- 
PodGEQOS asociar de manera intrínsEca al aistema 
dináinicQ S el espacio propiamente ricmanniano V„, 
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defitudo por el e^pado de coiifigiiradoin dotado 
de la métrica: 

= ST í//» ; 

n 5ea, en cl sjstema de paráittetros antes menCíO' 
nado: 

íji - enrdí^d^i . [(>2] 

A toda conñgnradón dei slsteraa correspondtí 
un puntQ M bien determinado del espado de ccm- 
fignaradón, de íal modo qne a todo movimifinto del 
sistcmn queda asociado el mDvimiento de un punto 
M en el espado riemanníuno V.. Nos proponemos 
tradudr la dinámica del sistema S en una diná- 
mica dcl punto fin un espado dü Riemann, 

6-2« CiDfimáticA del mq vímlrnto de M-—^Va- 
moB en primer lugar a completar las considera' 
GÍones ciiiemáticas esboíadas en d capftulo V 

E1 vector velocSdad n dd punto de coordenada^ 
variables f*. tiene como componentes contrava* 
riantes: 

fjjft 

t-i = “ = fl I 

Éfí ^ 

Por consigtiiente^ las componentes covariantes 
dfi este vector vendrán dada^ por 

ST 

Vf = 

Sí I 


Así qufi los wcJWffi/DS que aparecen canstau- 
temente en dinámiea analítíca. son predsamente 



CINe^ATICa DHL MDVTSaiEIÍTD DE M 


las ííimponenies covariantes del veciar velocidad del 
punío representativo M en el espacio ríeniaiiniaEo 

V». Desígnemos por u ei vector unjtario tauECDte 
a ia trayectoria C de M, el cuaJ adniite ]íis compo- 
nentes: 


dfi donde se eiene 


y b magTiTtnd del vector vclocuiird osfari díu.Ia 


Pasemos al vcctor acclcración; como d vector i 
es umtario, su diíerencial ah.^oluta, cuiíndo J 

descríbe C, es perpeudicular ;l íí y, por conslguien 
te^ podemos escribír: 


en doíide deriguan las componentes de un 

vector unitariü n normai a íí, y p un escalar posi- 

tivo; « se LUimará vector normal principal dc C, y 
p curvatura de C en Vn. La fórmula r&-5] apa- 
rece como generaliaadón de la prímerü fdrmula 
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de Frc.net de la teoria elementfd de cun^as. De 


por derivadón respecto al tieropOx se deduce 


con lo que d vecttsr acekraciún y sc descompone 
eu una íicekracirin tangeticíal y nUíL acdcradúii 
normal^ daílas por las mismas ígrmuias que en h 
rnectlnica cládca. 


6-J, ccuadoorJi de ia dinámica.^—Designe’ 

mos por 

Qififff* 


el trabajü clementaJ de las íuensas dadas, apüca* 
das a Sh para un dcsplazamiíHiitD drtual arbitrario. 
Este inibajo elemental es invarig.nte respecto a 
oualquier cambio de parámetros, de tal modo que 
las Qf SGH las componentos covariantes de un 
veetor de Yn, d CUíü se Dania v^cior fuer~a g^ng- 
raliiada. Ei mQ\dmiento qncda entonces determi- 
nado por las ecuatíones de La^angfi; 


ñ^C. fi- 3 ' LAS ECUACHJKEÜ tilt LA DlfrAMICJt 10 !í 

Vamo 5 aliora a ínterpretar los primero5 miem- 
bros Pi de estas ecuacione^. Se tiene: 




ei 1 




con lo que resulta para las P< la forma expHcita: 


d Í H r 


Por otra parter mediante un cálculo idéntico al 
de la sección S~0, se ve que v.í segundo miembro de 
[tí-8J es ipual a 

dqf 

«if V. “S" 
al 

L-n donde Iüs fiímboJos fle Chrisioííc:l se rí'fieren a 
iafi atj, y se dcdiice (jne 

I6.ÍI 

tií dí 

Asi que los prímerüs miembfüs Pi de las ecua- 
ciones de Lagrange son seticillanientfi his compú- 
coüañafiUs dd veclor acderacÍQn de y 
las ecuaciones de Lagrange se escriben: 

Y( = Qí. [e3-Í0j 


Las ecuücioms d¿l mommienfo de Aí $e ohíieneri, 
por ianio, igualando el vecíor acckracián af vcc¿or 
fuor^a generalñadii/ es decir^ escrihiendo fara M 









170 


CAiCUXOÍEWSOJUiL Y DíNJIHTCjL t-LJL5ÍCA 


fCAF. 6 


i^na gÉneralización ^xacía de la ectfacién fundstn^niaí 
de la dinámtca puft^ual^ bajo d süpnesto de que 
el punto M tiene maáa ignai a la unidad. 

En virtud de [tj-6]. las ecuadones del mod- 
Tniento se puedcn tambíén escríbir en la foma; 

^tl [hl 

^“í + -«(=5ír PS-íij 

cle donde rcsulta que, durante el modmienfo. el 
vector fuerza generaJiíada permanecc coplanajíij 
con la tangente a la trayectona y con la normal 
princípal de la misma, 

Si d movjmicnto de $ se produce sin que existan 
íuerisas aplicadas, es decir, si las Q( son nulas, d 
piinto M tiene en V„ im movinjiento dc acclcración 
nuJa, lü c|uc eniraña las condiciones: 

dv I 

di p 

Así que los movimientos dc S sin fuerxas apli- 
cadas están rcpresentados por moviinientos uni- 
iormes de M a lo largo de geíídésicas del espacio V., 

6 - 4 . La integ»] de las fnerzas vivaa,—Supon- 
gamos quc el ststema S adreite una fundétt dé 
fuetsas U inácpendieíite íííf/ o sea, que el 
vector fueraa generalizada Qj es d gTadieute de 
una fuiidÓTi U de los parámetros q^: 



FJ- PRlNCIi>ID Dlí MAUPJSRTTnS 


Mtiltipliquemos escalarmente los dos nüembros 
úe [6-11] por e.! vector v f.ie compon^ntes u* =í 

—^ —í" 

^ uu*\ a causa de ía ortogonalídad de w y n, 
se tiene: 


de donde resulta que lus ecuacíoTiGs del movimicnto 
admiteTi la siguietttt; integríil primera, que gísnera- 
liza Ia intcgral de las fucrzíis vÍYas de la dinámica 
pnntual: 


U ■■ A fJi an yímntlirilq!) 


U cualp segiín [5-46J^ cs, predíiamente, Ux iníegrd 
de Isis fuorü;.aí^ vívhs píirH d siatctnu S. Obsírvese 
d íiendllo carácter gcométrico úe la demostracíúji 
así obtcíixdfi. 


6-5- E1 prmcipiü dii MuiqK-;rEiiifef.—CoTiserveiiios 
las hipótesis que en k sección prccedente nos 
tian permitido obtener la integrul de las íuerzas 
vivas, y fíjemos para lo sucesivo el vuJor de la 
constante arbitraría h que figiira en la fimcíún U. 
De este modo es fádl obtencr de nuevo e inter- 
pretar geométricamente el príndpio dc Mauper- 
tms, que constituye nna generulis:aci6n dcl re- 
sultado establecido para los movimíentos sin 
fueraas. 

Consideremos ima representación paraTnétrica 
dei movimientü de cn hi cual la-s coordenadas 
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y el tiempo t estén expresados en fuitdón de tin 
paráinctro - onalquiera. SnpoDdiemos conocida la 
funcidn qne üga / con t, y pondremos: 

— = F. fi0^í3I 

dí 

Fomemos el sistenia diferencial que detennina 
las funciones se üene; 




y ias cantidades Pí se pueriÉn escribir: 



dfi dondc se dtduce que la traycctoria C de M está 
representada mediante eí parámetro ~ jjor las 
snluciones dti sistema diferencial: 



F dei da* 


diU 

~ir 




La fürma del pjimer miejíibrcj de [6-14] rccuerda 
el primer míembro de Jeis ecimdoncs de las ex- 
trGiniles de 

o =» J y''F íTi[Ü-Í 5 ' 


en donde F se coíisiderará cümo íunción de Lls 
S upongamüSp pues, que F &aa nna fundÓTi 
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conocidLL de las y busqiieinos las extreTnales 
de [6-15], es decir, las geodéísicas de la métrica 
riemanniana: 

= Fcis^ = ri5’iP] 

Coino paráinetfo sobre estas geodésicas adopta- 
remos el propío arco ít, y, pani siniplíficai Iss no* 
taciones, esciibiiemas: 



De [5-24] 5 c deduc^ quc las eouadones dífeten- 
ciales de eiílas geodésicas pücden escribirse eti 
la forma: 

d í 

o sea, 

(Ftiyr/i) — i [iJ-t'?] 

Jcf * 

De [6-16] se deduce que 
por consiguiente, [6-17] sc escribirá: 

d , ^ Tft j □¡1 

ífcr * " ^ 

Paxa identiíicár, en la medida de lo posibie, 
[6-14] con [6-18] tendromos que poncr: 

ffíF - ; F ^ SU -h coQstante. 





T^JÍSOBIAJ- Y niyjUl lCA CL^hlc^ rc*p. (í 

Entre todas las txayectorias, soiticiones de 
[6-14], consideremos las asociadas a moviinientos 
que correspondaji a un valor detenninado h de la 
constante de laa fuerzas vívas: 

5 T - 2 <U -F- ñ] 

y iagamos; 

F = 2 fU+*). t&.S 0 í 

Sobre estas trayectorias está pcrfcctamenle de- 
termínado el parámetro t (salvo iina constante 
aditiya) y, con ayuda dc f6-16J, es posible tarnbián 
defínir sobre las mísmas olrn parámetro u tal qae 


^ dí 4i 


F. ÜT ■ 


o sea^ tjx virtud de 16-19]^ 


ífa dr 

di 41 


Lüs píirametros t y o no difjeren^ piic^, entr-ü 
y la,^ írayectorias consideradas satisfacen sis- 
tema dífcreiicial [6-18]^ esto son Jas geodesica^ 
dc la mÉtrica rietttaimiaiia: 




PKíKcrPio UE Maupektltis.— las mismas Ai- 
para la fntcgnil las fmerzíis invas^ 
las £raye{;torí(ts dff an sistÁma dinémi^o^ cQrrespon- 
di¿nt^s a u^íctt dsí^minado la constanfc h de 
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ias /tftfrriís vivas^ sm las gEodésicas del ¿spacio 
v&nfiguracién para ia métrica rÍÉmanmana: 

dü* = 2fU -h A)íijf* = ^{U +- h)a(fdqi4qí. [16-^Í] 

La ley según la cual son recorrid^s estas geodé- 
sicas en el transcurso del tiempOp YÍene dada por 
la reíatíón; 

=- t[V -h 

a£ 

6^6- AlgutiiiH jipnc^dunoe.—La introdaccirtTi de 
los espacíos de Kiemann asotíados a los espacíos 
de configuraciün pemiite obLcner una iinagen 
geométriea dc todo prohleina dinárnico de los sís- 
temas holánomos con ligadums independientes dtí 
tiempo, resultandü posibJe aplicar a tales problc- 
mas las tácmcas dtí cálculo tensoriaL Efectíva- 
menttí, el empÍGO de lo^ mútodos tcnsüriaJts a Ja dri 
fiámica analftica tia permitido dar solutíón a cierto 
□úmerQ de prohlemas quñ no había sido posible 
resoJver con los métodos dc la dinámica anall- 
tica ptira, Así ücurre en particular con el prpblema 
de la írans/ormacián dc las ¿cuaciün^s dc la dind~ 
mica^ propuesto por Paínlevé y Levi-Civita, y que 
puede enunciarse de Ja mancra siguknte: HáÜense 
las condidones para que dos sistemas dinámi- 
cos S y SL que admiten cl niismo espacio de 
configumción, tengan las mismas trayectorias, con 
índependenda de la ley de recorrido de esas tra- 
yectorias en fnnción del tiempo 

^ PAlííIrEVÉ; iSnr la traTfsforinatjütl dfta dqufldcms de la 
dynainif^uef. Jüurn. da 1504 .—Levi-Civita: -iSuMft tra&- 
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[CAP, D 


La dísctisiÓTi de la ssfabiliiad dc los inDvimicntos *, 
de 13 n sístema dmáiníco se efectúa de njanem más í| 
cómoda mísanando sobre el espacio de confi^ura' ( 
ción W dotado de la inÉtríca ds' — 2T y ein- 
pleajido un rnétodo aiiáJogo al dn lu desríacíón 
geodésica dc LevLCívita Los restiltados de esta 
disciisiún iiacen inten'enir de manera sencilla el 
tensor de curvatura de W. 

Señíilemos, ñnaJntente. el estudio de los sisi^mas 
iindmicos i£sco??spombks ■; nit sistenia dinámico 
se llama dcscomponibTe si, para eierta deccíún de 
los parAmetiros su fueria viva 2T puede consi- ' 
derarse como ia suma dc ias fuetías vivas de dníi 
sisteinas con r y n ■— r grados de Jibertad’ f 



I 



1 11 


siendo a sii vez de^cojiiponiblc: la fuiíción de fuer- 
sias U en la suma de dos funciones de fuorzas: 


Dado un aistema dinámico Sy referido a pará- 
metros cuaJcLsquiera se trata de eQcontraj 

famiiiziciríi dcllP frquaitaiLj dmansiche?, An». iÍí 
Tüüwas, T. Y.i fün tlie tTBLQsfDnnaüüti oí tbc of 

djrnsinicaj, j^Urvtu Df MaCh, ^hyí,^ iS4fí.—LlCnwiiRnwTCi: iSür 
ín transfo-rmilion áfea éqüntinns de Ja dyxiaiiiijque*^ C. R. áCaJ. 
Sc-, f946. 

^ LHvj-CrviTA: iSur récirt géodéáit|nfr*. -l/níÁ. Ann^, l92tí.^— 
SvíJCrE: lOn tli:& ¿'eDmctry oí ílynaoiicsi. Trufii. Ray, 56C. Loh- 
don, IBSfí. 

* Stacsel, C. Rx Acad. St.^ iSyS. — Thümaíí, T. V.: íRíkÍu- 
cibSo Dynamieal SyEtETzi'^j, Jovrrf. of MatÁ. Lkys., l^áT. 
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en qué condiciones es posible haUar otro .sistema 
de parámetTO-s" para eJ oual pueda hacer&G la 
descomposición, 

La solución cxpiícita de estos diversos proble- 
nias rebasa cnn TiLUcho los Hinites impuestos a 
este libro, por lo que ei lector interesado deberís 
consultar las memorías originales. SeñaJaremos 
aquí quep en derta medidap las consideraciones 
expnestas en las seccionea precedcntes son suscep- 
tibles de estcnderse a la dinámica de Íos sistemas 
no hoJúnomos con ligadiiras índependientes del 
tiempu ^ 


m^^MrcA UF, Mí>B BiHrEMÁS noi.nNOMíi.s nm r.tOAnrrRAS 
UKeKNlHEríTI'fí OKL TtEMTO 

6-7* El rHpiieiü-ijrm|nt dí! cijiifigiiraciéiu^—Con- 
sidercmo$ un sÍBtcnia dinániica ^ con lígadiiras 
hoíÓJiornas perfecíasj funeiones del ticmpOp y con 
H grndos de libertad. C<?mo las ligaduras dependen 
del tiempo, las configuraciones posibles del sis- 
tema dependerán del ínstaiitc cüni.<iderado. Nos 
veiuüs, por tantOH obJigados a suslituir el espacio 
de coníiguracióii por cl cspai'io-íiefnpo de üúnfigf^- 
racián^ es decir, por una variedad de n -f- I di- 
mensiones, W.yi, para la cual los parámctros 
(í — 1, 2, . .., n] del sistema y d ticmpo t = 
constituyen un sistema dc coordenadas. Eate 
sistemíT de coordenadas resnltaj. por otra partej 
prívilegiado en el sentfdo dc quc no admitiremos 

I Viiaáié, p. cj,, la Euemürii citaila de Syüg&. 


LICH-'TSJílüWlC?,— it 
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en Vb +1 otros cambios de coordcnadas que ¡os del 
típo: 

gí' = i -h 

[i, j ttwlo ímíi-cí íatíno = t, n|. 

Será cóitiudo escTÍbir: 

í ^ í® V todo índtce grreEO — 0, !, Z, _.., n) 
aí 

de tal modo quc 

^ = S 

Con éstas nctaciones, la fueríía viva de 51 ^ 
puede eBcribir: 

-T - ii.,í'í'*. fr^aj: 

en duiide iíi5 ^on íunciones de la^ Asocía^ 
remo^i iiJ Bistema dinámíco 5] d eispacio de Rtemanu 
Vft 4 i, dfifiuído por el eBpacícHtieiopo de configu- 
radón provisto de la luétricft.: 

ds* ^ '¿Tdi* = 

A toda configuraciüü dd -sistema para un ins- 
tante ¿ correBponde un puntü M bíen deterrninado 
del espacio-tícmpo de coíiíígiiración, A todo mO' 
^dmieiitü del dstema resulta asociado m el es- 
pacio riemaniuaiio Vh^i, eJ mo^dmiento del punto 
M, el cual queda deíinido daudo la-S n cüordena- 
das q* en funcÍDn de la « -í- 1 coordenada = t. 
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K1 vector velocidad de M tÍGne como compo- 
nentes contravariantes las v' —q'^ v, como com- 
ponentes covariantes, 


cT 



Las w componentes vi son„ por íanto, iguales a 
los momentos -^i del sistema lín cuantíi al voctot 

acelcracíán y, admite las Cümponentcs covLiiiantcs: 

Se observarA quc = ü, en pLirticular, 
de |íi'25jp se tient::: 

Y. - 0 ¡v'V’^' i T “ 3 .«„, lO-iííSj 

6-fl. La*i eeiiUCEoueK du ln dimíniJcit.t'—Desif^ne- 
mos nucvamentc: por 

Qi 

el trabajo eJemcntal de las fnerzas dadas, aplica- 
das a S, en un desplazamieiitfj vtrtual urbitrario. 
E1 movímíento de S está determinadr» por las ecua- 
ciones de La^range: 



MultipUcandü por íj' '■ y sumando, se tiene; 
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y, Ejji viiiud de M ídentidad de Euier pam las fun- 
ciones homiígéneas, 

BT ST 

rt'»-1- fl *-= 2T 

’ ag'' 


V tainhién; 


31 _ fT 0! 


tlf dunde. se dcduce la relación; 

I' s “f 1 - - — — Q<í''. 

ipie Iiu es otra que la expresiún en íorma difercn- 
cial dd leemimn {'t-neralizado de liis fuerzas vivas. 

VisUi estü, propongAtnunos interpretar los pri* 
tneros mienibrtis l*. de las ecuaciones flí-27] y 
[8-2«], Sc tiene, como en la secdón fV3; 


o bien; 


i'- = ".üv"’ + 


t’. r- 


con lü que líis ecuacioncs de Lagrange [íi-27j sc 
e-SCTÍben: 

Y< = Q<. 


cn tanto que la ecuación |itv2S] toma la íorma-' 
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Laí rolac.Tone.s í6-¿9] y [íi-30] son ia? e^uaciones 
dd moi?hnünt^ de M cn Si el movimiento 

dc 5 se praduce ^in íuerzas y.plicada3, Ieis b com- 
pnnentei^ Yr de Iíl accletaciíii dc M son nulris, 
pcro Yrt 135 en gencral diferente dc ccrc y las tra~ 
yectoriíis ciDiTe.spondicntes de M en no ad- 

miten uníi inteqjrctación geoniétrica seTidlla. 

6-9- Cnjio qne esif^tc nqa riineinn de faerxHfe»— 
Supongamos quc las íiierzas dadas aplícadas a ^ 
derivan dc unn funcídn de íuersíias U ( 17 % q\ *. ,, 
que pucde coiitcnfír ííxplídtamiüfitc al tiemjuíi Sc 
Síibc í|ue introdunrndo la líiijjTangiíiiia, 

r. t 4- t,r, 

dcl siíítciiiÉi, ias cciuieiones del 1110 vimicni.fi de i- 
st! pue.dcn escribir’ 

En ¿ste C 51 B 0 riüsulta cómodu sustir uir l:i mÉtriini 
f/í* = ÍT dt' por ía 

Haciendü Tutervemr la fuiTdón U cn el cocíi 
ciente a^» escríbiretnos: 

iíj, = 

dc suerte que 
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Cqjí nueva inétrica subsiiten todas las fór- 
niulas cstablecidas en las seccíones B-7 y B-B, a 
condidún de reempiajíar T por L, y las Qi^ por cero. 
Se tiene entonces; 

_ ^ 

a?‘' 

y las ecuacioncs del movimicnto del punto repre- 
scntatívo M cn el cspadü dotado <le 1a mé- 

trícEi [B-31]^ se escrilieiil 



6-10- E! ic-ürenm dr EiptalnMjrL—Eiíenharl ha 
dado unit ¡nteTpreUdóu geomótrica scricílb de 
h\^ ecuacioncs gracÍEis a líi introducción 

dc tma métricn riemanniana de jí -f 2 diratnsioiicíi. 
hesignandn con h = un parámetro supleniCu- 
tfiriü, comideremo& la imétrica ijupropiaincüte nV 
manniana riefintda por 

^íJ = 21^^ ^ ¿dídu, í5-3¡r 

o sea^ 

4ÍT* -i- -3- P :6-34j 

Entrc las geodésiicaíi de esa mótrica^ las hay 
reales y de longitud nulap es dedr^ liiies que 
éÍt* ^ 0. Con objeto de sirnplifícar lo más posible^ 
prescindÍTemC'S en !□ snccsivo de considerar tales 
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m 

Para A — i, se tiene: 


y pkira A --- <J, 

j/íy 

+ T* = 0: 
dí^ 

ü sea^ &e^in[6-37]^ 

l/L 


vohií'^ndose a encoñtrar Us» rdadones [ 6 - 32 ]^ las 
cuales m> son olnLS ijue las ccuácioncs del movi- 
miento dcl sistcma Sí tcTicrn<>$ cn cuenta ías 
condidones {tncmlcíi, st fieduce d teorema sí- 
gLtÍETlto l: 

TkOJIJ-MA PE ElSjiNHAliT.^—rraíío ntómíliVjí/í^ 
im aisi^ma holóntmo S, qu/ udfníU «na fnnci&n dc 
/Hürzíii, se pucdt^ obíéner éie h múnera sigmettU: 
sí eansidera Ía méfrica [6-33] y géúdésicú de rsía 
méírica que correspóftdé a lns c&ndici&ncs iniciaUs 
dtl movtmienio dc Z, compldadas p&r 



en dondc a y b designan dos consianíés cuaUsquÍcra. 

h largo de dichú geúdésica^ ias g* son fundúnés 
de £ que dcfínen cl moifímiení& cúnsiderado^ 

1 Eisexiiart; iDynamkAj trijcctoriíff and geodesita-*^ Ann. &/ 
Mafk., lyíííí. 
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De ütra forma: cabe cotisíderar las irayectorias 
dci piinto rtípresentatívo M cn como ]bi 5 pro- 
yeccione^ en el espacio-tíempo dc coníiguración 
dc las geodésicas de [t3-33] a lo largo de las líneas 
coordenadas reiativas tü parimetro La relaciún 
[tí-38] mueslra cóino cstá ligada la variable u a 
la acción haniiltoniana dd síí^teiTia, Señálemos fi- 
nalmente que gracias al teorcma dc Eisenhart 
resulta posible interpretar de manera especiaimente 
sencilla el ttíorema clásico de Hamilton-Jacobi de 
Ea dinámica analitica. 


PTIMABHCA nK CPS MFmmS rpmOPíIÍDS 

Lott ntcdioí» fsonUnuoe.—Nos proponemo^ 
tndícar en b última parte dc este capítulo algiinas 
aplícacÍDiics dd cdlculo tenüorial la dináinica de 
los medios contíniios^ la cual coniprende tanto In 
hídrcdiníímica de nuiílos ctialesquiera como cl 
L'Studíü dc la deformación de un sólidn fteoría de 
lu ela-StiddsidJ, Hktúricamente, ia nocióii de tensor 
5 c debe a los trabajos de VoigL sobre la deforma* 
ción de meílios cristalinos, y dc la teoría dc la 
elastiddad surgió predsamente eq nombi'e. Entre 
Eodas las teorííu> ddsicas es quíKá éstu donde juayor 
iiúincro de rcsultados dtilcs ha Buministrado el 
cálculo tensorialH gradas a la fácil intrQducción de 
cüordcnadas curvilíüeas, eBpedalmGnte adaptadaB 
a los problernas físicos estudiados *. Eti fín, las 
Gcuadoneñ generales de Iob medios continuoB que 

^ Para esta. cutstÍQn, véiise BrilloüiNj L.r Lef imteurs fw 
méf-a niqite s'i fji eíasfUiÍPt M^asaO H, i U3S . 
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vamos a tstablecEr sorr muy ÍTTtpoTtanies debido aJ 
U 30 que Einstein ha hecbo de ellas en la teoría de 
la relatividad generalÍEada. 

Desde el punto de ví.sta mfcroscépico de la fj&ica 
modemap todo medio se compone dc particulas; 
pcro cabt; ]a posibilidad de situarnos en nn punto 
de \i5ta macrascópic^ y desciibir (d comporta- 
miento de un medío continuo (fluido o cuerpo 
elástico) fjjíindo la atencidn no sobre sus parti- 
culíi-^ individuales, ítino sobrc un pequeño volumen 
dcl mismo. En ei transcum» dd tiempo, Jas par- 
tículas entran y salen de tal elemento de volumen 
obedeciendo cada una de cDas a las leyes generales 
dc la diníÍTníca, Pero es imporíantc forinular estas 
leyes en un lenguaje cn tl que no íntcni'éngan 
posidúncñ ni !as vdocidades de las masíis demen- 
tales, El clémcnto de volumen considetado dcberá 
contencT critonces un ntJmero suficknteitiente 
grandc de partículas que nos permíU cakular los 
valorcs medios necesarios. SupDnicndo el e^pacio 
rclerido a tres cüordenadas curvilíneas cuales' 
quiera y\ y*. y*, supongamos también que se ha 
definido una ley de densidad de materia p y un 

vector velocidad v en é 1 punto M(y*) y en el ins- 
tante L Las cantidades yb y*, y*, t se denorainan 
variahks de Euler. 

6>12. Derivadas parctal y ioíal reüpectü aJ dctn- 

po.—Consideremos una caracteristíca local cuaJ- 
quiera q dei medio continuo (un escaJar tal como p, 

o una componente de un vector íal como etc.) y 
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DZRllTAn.VS TíTílSrECTQ AL TTEHPO 



tratemos de descTÍbÍT 5U evolucjon con el tíempo. 
Esto puede entenderse de dos maueras: o bien es- 
tudtamos su evoluddn con ei tiempo en un punto 
fijo M(y*) y entonccs Ja derívada de -17 seri lá de- 
rívada parüial respecto al tiempo, 


CüUstaiitc, 


0 bien podemos rGÍerir EStu evolución a un sislema 
de coordenadas lígado localmente aí movimientn 
médio de la matHrhi y seguir así Ja variación de q 
en dicho mnvimicnto, En tal cíiso obtendrGmos 
b derívada Mal re^pccto al ticmpo; 


ti sea, intrQdüdendo las compoisentos contrava 
riantes 


del vector v y utilizando Jas notaciones habituales 
para las derivadas pnrcíaleSp 


Sí q es un escalaTp [6-40J se podrá escribir en 
íorma vecíorial; 
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b-lS» Effiiaiííón de contjniiiiíad .^—Los dos ele* 

inf;iii.us puraniente dnáticos introtlüddos, p y i’, 
no son independientes, ya quc lu variacirtn de den- 
sidad de un Glernento de volnmcn viene dada por 
el fiujo de matcria qne atraviesa ia superíicie 
liinite de dicho elemento de volumeTi, Sc Uega asi 
íL la ccuacíón de continuidad; 

- i- Iliv. (pH ^ 0, |I5-ÍZ] 

f'jf 

üi on foríua tcní^orkil gencral, 

la dcrivacjdn cováriantr eorrcsptmdc al i.'spacío 
cucHdiuiio dí.- Itc-s dtmcnsÍÉmcft referiíU» a las cimr- 
denadas curvilineas (>'*)■ dcinofttracíóíl 

dc fíi- 42 ], cl lccidr pueclc consultai I.i cxcclente 
oUra de M, Bricard •. 

I 

6-14. Fuenaa de tnata y fuetMS ftupftfÍcijdeA.— 
Para pasar a la dinámica dc los medios coatinuoi> 
iiecesitamos ariiilizar laa íuerzas que se cjercen 
sobre lo-S elementos del mctüo considerado* íma- 
ginemos trazada en cftte una superficie cerrada S 
y estuíliemos las fuerzas txtériores aplicadas a la 
pürdón V del medio limitada por S, Estas íuerzas 
pueden clasiñcarse en dos categorias: 

* BRlc.AaD; /-# CaJciíf Vtctoritl, CollMtiun .tnnsnd Colin. 
pA^a, IBíl, í60. 
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l_a ds —Son lüs fuersas í^ue ac- 

túun 5 obrelos díferentcs elemf^-Titos dc volumen de V_ 
Elijamo^ en V' un elemeiito dífcrencíaí rfV» de raiiiía 
dm — pdV. Las íucrzas cnnsideradaEV ejeTcidas 
sobrc éste clemeTitu de volumeu son dci cpTdeTi 
de ¿m, o 5ea, dcl de rfV; desig;nareJTio.s 5 it resu]- 
tante por; 

^}d\\ 

vn domle / es la fuerzri de maaa pur nnidad de vu- 
lumen, 

2.* J^’íítTJiiíí supt^rficialt^y' —Soti Jas fuerzitH ejer- 
ddas sobre la íiuperíicic S y i|Uc procedcn de la 
ucciún de Jos eJementoñ dcl ntedio contiguoü a S 
hadsi el exterior üobre IfJS coiiti^uuiEí a S tuiciu e! 
ÍnLeriQr. Sea ríS un ídcimmlo tie siipe.ríicu% üybrc él 
actúa ufia fuerz -4 clt:) ürdcn de f/S, cjue. rcprcp-cnta' 
rrmQ5 por 

« T ílS. 

Según la propía flefíñidon, esta íue.riLít üsíIü de- 
pende de la posicirtn del eJemciUo dS en cl medío, 
.siendo independientc del resto de la ^uperficie a 
la cual pertcncce, En general íierú oblicua al ^le- 
mento de supeTficie. y si está dirigídii hacia cJ 
ínterinr se dcnominará ^présúhi,' en caso contrariü 
se llama ién.'^wn. 

6 > 15 . TenEor de prealone& o de tenaionefl,—Va- 

rnos a estudiar cómo varía la luerza T rfS para las 
diferente^ orientaciones püsibles del elemento ríS 
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alredcdor de su centru. Can taJ objeto refíramos el 
mediü contÍTiiJa cnnsiderada a un sistema de reft' 
rencia 0x\ x\ x\ forniado por íres ejeí^ cDnrdenados 
rectangulare^, Tracemos por un punto cualquiera 
M del mcdio tres panLldas n los ejes y llevenios 
sobre ellas tre^ scgmentos infínitesimos. Se obtiefie 
asi un tetraedro elemt'ntal MABC, de caras MBC^ 
MCAr MAB y ABC, que designamus, re.^pectiva- 
mente, por /5**. rfS*' y í/S. Si k,, y soii 
las componentes del vector unítarío sobre la normal 
a í/S ejíteríor al tetraedrOt sc tiene: 

■■ (E|fiís: ífS’* ijifs , ■= 

La fucrza suptrficia! ejerdda $ohre ABC sólo 
dífiere en térnninos dc ordcn superior de la t|ue se 
ojerceríá sobre una supcrncie iguat y paralela 
centrada ün M. Pdr consiguientü, designaremofí 

pur T dS la fuerüa supcríícíaJ cjerdda sohrc d)y 
pur los elemcJltos intcríoTe^ al letraedro; cn vírtud 
del prindpiü de la igualdad entre acdóji y rcacdóii. 

sübre ífS se ejercerá una fuerza -— T d'á por los 
elementos exteriüres, 

E1 tetracdro se encuentra así &umctidD a la 

fuerza dc niasa, / dV, y a ias íuerzas superficiales 
Cürre5ípondientes a sus cuatro caras y que repre- 
sentaremos por. 

-TdS. 

Si a estas adjuntamos la fuerza de inercia 
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— ydm, corrcspondiente ei ia acelcración del puntü 

del mcdio, cabe considcrar qué el ietraeclro de- 
mental está en equilibrío bajo la acción de ese 
ton^or de'fueti^as. x4nuIando el vector del torívórp 
se obtíene: 

—^ ^ -Jf «-> 

- T dS -1 Ft„<ííi^i -í c:>„dS'' -|- (/ — pir}rfV' = 0 ; 

o í^a, (lividienilíi por rfSr 

-" ^ ► (ÍV 

T dtC-ly + (X,0*, + a,(->„ -1- [/ ^ pv) — 

aS 

Suponganvos quc la longitiid de Ieus arístas del 
tetracdro tiende a cero, con lo quc tiVltiS tenderá 
(ambLén a cero y en el liniiÉe se íitiic: 

T ^ .| t ^¿L 

Vemos que si dS^\, (IS*\ rfS'* designan lasí com- 
ponentes del bivcctor que define el área rfS, re- 
sulta: 

Asl quCp en el fiístema de coordenadas eiegÍdQ 

(ií*Jp las componentes de la fuerza T dS son íun* 
dones Unmles dc las cümponentes del bivector que 
define el elemento de superfkíe íÍS. Este resultado 
es compktamente independiejitÉ del sistema de 
coordenadas considerado, 

Refiramos ahora el espacio a un sístema de 
coordenadas curvdlíneas cualesquLera (y'J; desig- 
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nemos por Jeis componenteí wníravaríantes 
del bivector que repreEenta al clcmento dS, y por 

las correspondientes a la fnerEa TdS. Hn \ít- 
tud del reEultaclü que íiCH-bainos tk enunciar, 
cxistirá un sistcma dc cantidades 0[j talcs quc: 

TÍdS = 1 R? 

2 

En lugar dol bivcctor í/S*^ cs c/amodo introdiicir 
d vecLor adjunto *. cuyas romponentes covarian' 
tcs tffit: están deíinídas por 

Sc comprucba íuiriedíaUincnle quc cs orto- 
gíuial ;tl clcmeiitü de supcrficíe dS y tiene la nusjtia 
niedida. 'J'eneinos así: 

y liíicicndü: 

se Hega u Iíuí fórmuias ípndamentaieá; 

rm = [6^4di 

Hs claro que Jas cantidades son Jas compo- 
neiitcs contravaríantes de un tensor^ pueEto quc. 


^ Véase Ta &eDci¿ni 3 - 23 . 
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cualesquiera que sean los valores numéricos de 
las coniponentGS covariantes dat, los prímeros 
mitímbros de [6-46] son laü componentcs contra- 
varíanttís de un vector. A1 teníur í*' íisf definído 
se le llama ieTisor df- presinnes o de tensioms del 
tnedio continuo considerado, 

En la hiprttesis do (lué el mtídio sca un jiuido 
perffclti, el tcnsor de prcsioties es de ia forina; 

donde /> es la presidn escaJar del fluido en el puntd 
y cn e1 ínstánte Cfjnsirleríidos y dondc las son 
Jas compoiientcs del tensor fiindanKmtal del es- 
pado. 

6-16. Laiii ccmtciimiMi ^imcriilcif ilc Jh diaániícB 
ile loH incdíu» pfiaimoon.—Sttiíondtenicis eii lodo lo 
que sigiié que las difcreníeü eantiriadtís considefa- 
das son continmis y tiencn dcrivadas continuas en 
el espacio, 

Imagín&mos de nuevo en el mcdio continuo una 
superficie corrada arbitraría S. quc limita una 
porción de voiuinen V. y e.scribamO'S las condicio- 
nc5 clásicas de anulación del torsor constituido 
por las fuerzas ejcternas relativas a dlcha porción 
dcl medio y por las fuerzas de inerda. A taJ eíecto, 
será^ córnodo titihsar tin sistema de coordenadas 
rcctllíneas ortogonales (js'). en particular para ex- 
presar las condicionfis relativas a los momentos. 

Sean y‘ Iíus coniponentes de la acelcraGÍón del 
centro Míff') de nn elemento de volumen dc V'; 
la fuerza eleraental de incrcia corresponditínte tiene 
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CQino componÉTites — r/V. Si T ¿S rcpres^nta 
la fueriía superücínl clenieTital ejorcida por los 
elementos interiorcs a S sobrc los elemcntos e.s- 
teríores, annlando el vector del torsor se tiene: 

III (/'—— I I 

' V t 

y, íínulando su momento: 

I f / “ Hf'i - 

— / ( — 0. íe-wi 

r/ * J 


Transforiuaiido medUifctc la fÓTmula dc íirecn 1 a 
integral dc Buperíícic tjue figura cu d primcr mieni- 
bro de [ 6 - 48 ]* esta ccuación se transform^ cn: 


ffj 


ffi - pvl _ = 0 . Tl'r-SO’f 


y procedíendo de modo an/ilogo con ia iiitegrai de 
superficie de [6-491, se tienc; 

I J I Fr*ifi -pY< — — *ft/‘ — trr' — Sr/**!’íí'' — 

I I f (/'/—/*'jiA’=- 0 . 
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Como ia rdación l’^-íjO] se verífica cualquiera 
que sea el trolumeti V, de la continuidad dd cle- 
merito dc intcgxacicin fe.Hn¡ta que óste debc ííer 
ídénticamentc nulo y, por consiguientc, 

pyí = 

La ecuación [b-ríl] lie rcduce entonceíí a 

1 (íu _ tíi) dV - \l 
V 

y el mismo rxt?.qTiaTttienlo iirccedentc mue&tra que 

IÜ fi\ U 

Obteuemos así de las kycjj dá^cas dc Ja mecá- 
nica las fürmulas ff 5 Tii 2 ] y [^- 5 ^}], Lg-.s primc.raa 
son la$ ecuacieiTicB gcncralcs de h diiiáJidca dc los 
medioB continuos: las segunda.s cKprcsan íumplc^- 
mente que el tensür ác tensiones es fiiméirícn 
respecto a sus dos índiccs. E.'^ ahora fácil c'^cribir 
las ecu'dcioiiei; de la dinámica de los medíos ccm- 
tinuos m un ríüicnía de cúordmada.'i £:ím.'i 7 iffí¿ís 
arbiiyarias. Las ecuacÍDnes 

pyí = /í - [ÍPS^ I 

son invariantes respecto a cuaiquier cambío de 
sistema de coordenadas, y en ejes rectangidares 
se Teducen a las ecuaciones [ 6 - 52 ] antes obtenida.s, 
que son las ecuaciones buscadas. Se observará 
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qiie al tetJí^ür de tensiones eorresponde nna den- 
sidad de fuerza por unidad de volLunea: 


= ViHT^ 


[6-55] 


6-17* Otra forma tfe lajj einiBtííiTieí de loa mc* 
diofi conlmuoe*—Las ecnaciones [6-54] se pueden 
escribir en una forma impoitantE dcspejando ias 
componentes y* de la aceleración. Dicha foTrna no 
es otra quc Ja dcrívada totaJ absoluta reapecto al 

líefnpo del vccíor vdocidad t;. Se tfcnc así, en 
virtud de [6-40]: 

J'tiI 

i£t 


0 bíco^ agrupíJ-ífidD Jos dos últinios términos del 
scgundcs micimbro: 


^ 3j 


Íñ^ 


Dc aquí se deduce, si se hacc figunLr p bajo los 
signos de derivacidn: 

SJrlí^) r ^ 

PT' = + Vt(pv*ií') —— + Vi{p«'*) 

y, como el corchete es duIo cd í’írtud do la ecuacíón 
de cüutinuidad, se tien&; 
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de donde resulta una nueva forma para las ecua- 
ciones gencrales úe la dináfnica de ios medios 
continuos: 

efaiT*) 

-I- itt] ft. 
cí 

Fue precisamente esta forma la que sugirifi a 
Eínstcin ajgunus de los postuladus dc la relativi- 
dad generaJizada. 

Las tres ecuaciones [6-57] determinau, junto con 
3a ecuación de contínuidad, él comportaniicnto 
dd medio contirluo bajo la accióii dc las fuid'jcas 
stiperfidales y do ottas íuGrzas, Por supucsío, el 
problcma mccámco no (.lucda determinado liasta 
quc se conoccn las í*» y las /*, Las fuoraas do masa 
están dadas por las condidnnes cjíterioies, lalfes 
como la pTt'Sencía íIe im campo gravitalorio, 
p- ej., er tantñ tjue laa tensiones dependen rtc lus 
dcformacíoiies intcmas dcl mcdio y del ilujo de 
materia. Asi, p. cj., cn tii caso deviníluido pcrfecto, 
sc tiene; 

iik — píftk^ 

siendü p una fundón de p y de la temperatura, da.tJa 
por la ecuacioade estado dd fluidQ, 

Cabría adiuntar a Jas ecuaciones precedentes 
una ecuadón de tTatu^ferencia de energía^ qiie fts 
consecuencia de ellas y qtie exprcsa que Ja energía 
contenida en un elemento de voJumen varia como 
el fiujo de energía que atraviesa la superficie del 
eiemento. 
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CAPITl'LÜ VII 

LA TEORIA DE LA RELAXIVIDAD RESTRi^GIDA 
Y LAS ECUAf:lO,"íES DE MAXWELL 

R'NDami:jn:i>íí r>E i.a tt.ohia 

7 * 1 - Ln i.Tperifínda lír MlcKdjion*— Vu^ CíipíK 
.sidÓD sbtemática dc la tfínria dt' la rclatiddad 
rebasarín cxcfíSÍVíLnu'ntc los límitc;s fíjados a 
libro, Kn cstc capitulo nns proponcnnís tan soln 
indícar los prjncipio& cn ípic se basa CívEa tcüría 
y scñalar c! papel ííscnciail quc en ella Lionen íos 
iiíclndo!?. Lcnsorialc^^ príndpíLlmcntc cn la rcprc- 
scntacK'^m rtd ek-clrojnagTictííinio. 

Dosdc d punto de vjijta históríctíp la tvoría dc 
Isi rclsttivídad rcstríngida luvo &ti arigcn cn d 
rcsullstrtíj negíitívü del expcrimento de Micbdson. 
Diversos hechüs i^?íperimentalcB habjan conducido 
si nrtmitir la existcucia dc un eter cn rcposo abso- 
luto, qut^ no participaba del moviniiento de la 
rnaieria y constituia ia base paia ia |iropagac¡dn 
de la.s ondas electroniafírséticaí^. Entre csos he- 
chos principaleí figuraba la exporicncia de Kizeau 
!>übre la velocidad áe propsigación de la luz en un 
jnefüo con velocidad dc arrastre y el fenómeno de 
la abcrración de Isis ondas luminosas. 

De este conccpto de éter inmovü parecía de- 
ducirsc inevítablemerite que el valor de la velo 
cidad de la luz, medida por im observ'ador en 
movjíniento respccto al éter, dependería de dícho 


moviíiiiento y, en particular^ de la dircccíón de sn 
veloddad. Bi es c la velocidad de la lu/ respectu al 
cter inmóvil y ir la de! übservíidor; éstc clebería 
observai, de aruerdo cgn la cincmáííca clásica, 
una veíocidad c —ü o c -f según se inovicse 
en la mísmsL rtírecdcm y scntido que la Iue o bien en 
senttdo opucsto. L'n ob.servador quc « prÍQri igno- 
Rt3C su Tnovimicnto rcspectn al ctcr podrbi apre- 
ciado expcrimentalTnente emitieurto uriji señal lu- 
inTnosa eii todas dircccioneíí y midicndo los dempo& 
que tardaba dtcliíi senal cii sücanzar íos puntüs dc 
una esfera cou centro en la .Hcñstl fitiitída, Bí liu- 
biose inovimiento respccto al éter, d vienfv dr 
éUr rtcbcrhr so[)lur h sciñal. chi müiserít ijuc esísi 
akauzarín cii priniE^r liiyiir d punlo cle In esíera 
directamiiníi- íipueatü al Símlidü del movjmicntcL 
y cn tiUimo Jugar d juírttr) eümisjiíJmlicTik-: a h 
dírecdón y senrídii üül moviink'ntü. 

Estí) cünstituyó d iiiütivü de umi expericucin 
célchrc fie Michelsoii^ médinrde Ih cual traló de 
cleterminar d u.íütdó de inovimieniü de la Ticrra 
rcspecLsj al éLer Coii reladón a los cjcs tie Cüpcr- 
nico, quc EicJicn sn nrigcn cu ci ccíitLro de gravcdari 
del íiiiiLema solar, la velnddíid dcl ceníro rte gra- 
vedad de la Tierra sobrc su trayeciüria cs aprüxi- 
macJamenfe de "M Km/í>egp y cn scis inese-'i dicho 
vector se tran.HÍürma en otro seníLljlenientc opucsto. 
Püdria ocuTTÍr qm- en detcrminado imtimte el 
ino^dmiento dcíconocido de In<i ejes de Copérnico 
re.spectü al ctcr anuÍEUse el mo\imicnto absohjto de 
la Tierra, pcro tal coincídencia no podria subsistlr 
durante un a£o, p, ej. 

Gradas a tlh dispositivo interferencial bicn co- 
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rLoddüp cuya. descrripción omiíiremos, Miclidson 
pudo poner en evidenda mi vi£r4o de éter 
ünicamentc a \,b Km/scg. .JLhora bien. on rp.ali- 
dadp no ohservó^ dentFO del orden de predrión de 
SU5 medidas, niTigün desplíuamicnto de las ban- 
das de jnterfcrencta., y la repeticicm del expcri- 
mento paru periodos diferentcs del año condujo 
deiupte al mismo resultado negatívo. Kxperimcti- 
tos máíi- redentcs han confirmado plenameTítc e1 
resultádo inícíaí de Michelson *, 

Así [|tie Ja cxpericuda pone de maTiiííes^Éo que 
fja exisU dcpmdfmia de h vclQCÍdad rfc la /wr rcs* 
picii} al cstado de modmicnLo dd obscrvador, 
Para cxplkar el resultado negativo dcl expcrí' 
mentp de Miclidson se propusicron vürias hi|HV 
tcsis: hipótcsis dcl amstrc dd étcr. hipótesis de 
KíU súhre la dcpcmkncia de Ja veloddad de h 
livi itSpccLo nl estado de vdoddnd dul focu 
luminosü, etc, Hipótesis íodas eUas artífjcíales l^uc 
íucroM dcsptazndas por hechos cxperinTetiialcs. 

la hipótesis de la contmtciün de los cuerpos 
en inoviiniento, forniulada de íorma bastante 
rudÍTnentaria por FitzgcraJd. in que coudujo a los 
fí&icüs, princípalmcnLe n Lorentz y Einstem. a hi 
teoría de la rdatividad restríngida. 

7-2. Et principEU áe mvaríaliUjdad de la vclúridad 
de la Inz.—Lorenta y Einstein tomaror como 
punto de partida el resuJtado jnismo del experi- 

^ Esta* experi.cnda.'i !ian sáclo rtaííuada^ por Ktnucdy f 
PÍCCíTd y SiiheS Jckís {Í 93Í)).. Has jrropcirr-íonildo 

una cunfírmacííjn índi/ecta Iqs cjcperiíüeñtcE dc Ivpg; [líQS) 
aotire el tíectn Doppíor. 
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mento de ^[ichelson. Ya que el sísteTna de ejes de 
Gíüileo es un siatema de rcferenda en movimíento 
de traslacjíJTi rectüínGO y uniforme con reJadón a 
los ejes de CopéTTiico, ei resQltado prcds^o dd expe- 
rimcnto de Miclidson se pucde enunciar de la 
manera siguiente: la velocklard dc Ja liia es cons- 
taDtc respecto a todoi? los sistemas de ejes de Ga- 
hleo. definidoís en formu íiproximada durante cada 
breve intervaio de tíempo por las pnstcioncs a lo 
EaTgo fle U órbita terrestre dc un sistcimi de cjes 
hgados a la Tierra. 

De estc modo se llcgó a cnunciar cl príncipio cle 
irivariabilidad de ¡a vdoddad dc la Iuíh. 

Cíífs rdación a /orfo.5 fos $Í^Unias dc rt/cy^ndfi dc 
GaliUo, en ei vacw y cn iúdas ias {íirfcvimts y sm- 
iidüs^ la ifciocidad dc la /fcir ts lá ntisma: esia vdo- 
ddud, i¡m aproximítdámmU rfd' ¡JüO 000 Kmfseg, 
se dtsigna por h UUa c. 

No dejaba dc íicr acrícsg^Ldü fimdamentar un 
prindpin de tanta gencraíidad sobre cl resultado 
de 11 n süJo Ciijo de i::.xperimeMLos y r|ue otra cJase 
de experiencías hubiera píuiido dcstruir; Pero, 
esencialmente, el experimento dc Michelson sirvió 
para llamar la atendón <lt los físicüfh dé mancra 
irapcriosa sobrc uu hecho inaLfimático quc se ha- 
llaba aün eii la penumbra aunquc Uabía sido su- 
ñalado por Poiocaré; a saber; que las ecuadoneE 
de la dinái'nica ncwtoniana y Ías ecuacíones de 
Maxwell de la teoria eicctromagnética uo son in- 
varíantes riespecto al mismo grupo de transforma- 
cIüTies. Existe, puesj incompatibilidad entre la 
dinámica pura y d electrojnagnetismo, y cl príri- 
dpio de constancía de la velocidad de las ondas 
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elcctrümitgnética^f tal coinü lo acabaino5 de enmi- 
cÍEir, se haUa en realidad iiiipycito en las ecuadó- 
nes del elettrcniiagnctÍBmij de MaswelL 

Para díríniir táJ conflicto entre la mccánica 
clásica pura y e¡ clectromagnetísTno^ Ein^íein pro- 
ptíso adniitir el prindpio dc invariabilidad de [a 
vclocídad de las ondsi.^ electroDiagnética^ y coii- 
servar, por consigiiiente, la leoría clectroma^né- 
ticíi de MaswclL modíficaDdo la íUtiámíca cláííi- 
ca para ponería de acuerdo con d clcclrümagnc- 

tlírlDO. 

7-3, LfiP prindpMJP' rclativiiíinf drVktDmaao y 
cinRtenianp,^—^Pani comprcnder mejor cl tonfltcto 
citado, vnlv.imas a Iii mecánica clásicá pura y 
considerímoB c3o5 sistemas de roícrcncia cuaíes- 
qnmrn dc (ialiJeo, cii^-a vélocidad relativa derígna- 
rcmo!% por íl LteempSaKando cada &jSitcma pof otro 
tigadü invariablcmente a éh es posíble operar dt» 
maneríi íjuc cJ cjc (Yx* dd scRundo deslice sobre 
et ejc Ox [iel primero, mientras Íos cjes OV y 0'^' 
pL".rmaneccn, re.^pectivame!ite, pamldos a Jos Oy 
y Oz. Segiin ia cmemáücsi clásLca, si {x, y, l) y 
'{x\ y\ z\ Y) designan las coordenadas y lüs titiin- 
poB de im iDÍBrao suceso respecto a los úo^. sis- 
lenias dc Galileo, se tendrá: 

jt' = ;i — L'C jí' = V- /' = I, [7-il 

eligiendo para las üempos t y Y un mismü ürígen_ 
Coraponiendo la traDsfQrmación [7-1] con las trans- 
formadoncB que consisten cn un desplajzarniento 
pnramente espacial combinado con iin canabÍQ 
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de origen para el tienipOr sc obtiene iá tran^for- 
macióft más gcncral quc hace pasar^ eis mecáníca 
dásíca, de las cüfjrdenadas y d tíempo dc un stj- 
ceso en nn sistcraa de referencia de Galíleo a ias 
coordenadas y el tiempo dc este Tnismo snceso en 
cuaJqnier otro sistema de Galíleo. A1 cünjunto dó 
estas transfurmadoncs, que íorman un grupíi, se 
le Tlama gru'po th GAliieü cldsico. 

En din;ÍTtiica ncwtoniana, los difGrenleii pnntoB 
materíaJíis M|. Mi, etc., se hírílan sometidos a 
ÍDerxas í.iue dcrívan de una íunción de fucrzas 
depcindicnte solo dc las distandas rdativas r,., 
r,i, ctc., cntre. Jas posiciones dc los piintos üii tin 
- ¥ 

mi^mo in¿iiáHU^. Si y, 'IvEjigna la ácelíínición dc M|. 
réspectü a iin sisirma d<\ GíililcOj Ta ccutaciün CO' 
Tresponditnte al movtmicnlo dc sc cscribG. 

> -i- 

t*hf t ■ «Lc- . ^ “ '1' (''+a- 'ílfií'J- 

Si se cumbia d sisi-ema de refcrejida, efcctuandü 
imu tnLnsfürmación del grupts de Galiko dásico, 
sa vc inmediatamente que 

= r'i- 

y, eíi el nnevo sistemalas ecaacionGS del moviniien- 
to se escriben: 

—í- -> 

etc. ; Cí' = f'jt. 

Asíj las ecuaciunes newtoiiÍELTiaií dei movimiento 
son invariantes respecto a las transfürmaciones 
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del gnipo de Galilco dásico, de donde se d^duce 
c]ue, sñgún id m-ccúnica cidsica, mnguna exfmcncia 
pummcnle mccámcHt rcalisada an í/ ínterioT ds un 
sísUma de Galilco, pcrmile ponsr manificsío d 
moví-micnío de esfc sístema com rdación # cualquier 
oiro sisUma de Galiho^ 

En esto consíste el principio rdúiñddad 
Hcwíoniano. En la concepcTÓn clásíca^ este princípio 
no 5e cxtiendc al caso en que se admítan fenóniciio& 
elcctTomagEiétÍcc^, püesto qtie las ecuaciones de 
MaxweJI no son ínvariantcs respecto al grupo de 
Galileo clásico. 

De acucrdo con d experimento dé Michelson y 
con d principio de invariabilidad de la velocidad 
de ia luz, Einsicin entmció su prindpio de rda- 
iividad. 

Níngún expcrimcntú físíco—mccánicú o cUcíro^ 
fnagíiéiico—reaídadü cn d inUrior de un sisUma 
dc Galilcú pcrmiie púHcr dt tnanificsió d müvimieniú 
dc si^iema cún rdacién a cíial^uicr oírú sisíema dc 
Gúlüco. 

La nocióri de étcr en reposo absoluto pierde así 
tüdo su posibic significadü, y desaparece. ecua- 
ciones de la ífsica, referidas a sistemas dc GaJileo, 
íieben ser invarjanteB rcspecto a las transforniacio- 
ncs de uii mismo gnipo, ol Cüal dtbe, en pariicu- 
iar, dejar Ínvariantcs las ecnadones de Maxwell, 
considcradas comio rignrasa^. Este gmpa, que se 
llama ^rupo de Lorentz, va a ser eJ objeto inme- 
diato de nucstrá atencíón. 
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EL ORCTO I>E LÜItlLMZ Y EL ESPACIO-TIEMrQ 
OE MiríB OWSKl 

7-t* La varíeilad ei^paeja-tiempa.'—En el capí- 
tulo precedcntc, cn el esitudio dc los sistemas dina- 
micoscQn Iigadura^ dcpcndicntes dcl líempgp rcsul- 
tó convenicnte represent.ar los movÍEnicntos sobre 
üna variedad Vfl-Hu lla.mada cspacio-tiempo de 
configuyación. De análoga manera. para represen- 
ter los íenónicnas de la mecánica y dd ekctromug- 
netismo que se producen en cl mundo, es natural 
rccumr a una variedad de cuatro djmensioneSp 
trcs de espado y una de ticmpoj y tal que a cada 
uno dc sus puntos coriesponda uii succjtíp. Dicha 
cntidad &c llain?iri variedaEl espacio-i.icmpú o 
tiniverso. 

E$ta varicdad podrá rcfcrÍTsc a s^ístemas dc coor- 
denndas curviJmeas cuúile;itjaknL Si {yb y", y') 

designa uno dc cllos. scrá posible cíectuar los 
cmnbios dc coordenadas: 

« f yr y-q =. 1 , 3 , [ 7 ^ 2 ] 

en dondc la-s /' sólo están SQTnetidaB a las cDndício- 
ncs habitualcs de continuidad^ bíunsvoddad y de- 
rivabilidad. 

En la tcofía de la rclatividád restringida, su- 
poncnios que una pordón al menos de esa variedad 
se puede rcferir a caordcnadas de GaHleo defjnídas 
de la rnanera siguiente: sean {x, y, í) la^ coordena- 
das de un punto del espado respecto a un sistema 
de coordenadas rectangulares dc Gahleo de sem 
tido directo: cl principio de invariabílidad de la ve- 
loddüd de la luz nos proporcioiia una definicíon 
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del tiempo t asodadD, en ese sistema de ejes, a 
\m sucesü que tcngíL lugar en el puirto {Xy y, z)_ 
Líls coord.cnadíLs (x, y, z, í) se denoininau coor- 
denadas de Galileu para y nos propooernos 
esttidiar cuáles son las fórmulas de íransfonuadón 
dc cDordenadas dd tipo: 


jí - * r'. i'. n 


= *' r. t} 

'n 

> 

II 

' y 

= y (*, y. *. f) 

; = íi'.r.í') 

i * 

- t' (i-, >, j, t} 

> = > 

f f' 

- *' (*, y, í.í). 


quü háceii pasar de un sisteuia <le coordcnadas de 
Giililco {x, y, z, l) a otro ix\ y\ z\ t)^ 

7 * 5 * Ííl gmpü líe I^miLE,—CytiSÍderemuci dos 
iíjslejtias de coordenadas dc Galileo y e^íudicTnoií 
ñn atnbos el dcsplaxamionio infíniJcsimal de una 
onda electromagiiátícii. 

En pi priinCT sistenm, el espaeio rtíftíiido a ejes 
rectaiigulores adnule til ídcmento íineal: 

tírl* = -i- jJy* ^ Ji*. 

CünsidcrÉüiiüs en esLe sisteina los dos sucesos 
infiiutamente prdximos (x, y\ z, i) y (.ií -j- dx^ 
y -\- dy, 2 + ds, t + dl). Si fistns dos sucésos deüiieu 
el dGsplaaamiento infíiuta^ÍTTLal de una onda eiectro- 
rnagnática, en virtud del principio de invariabilidad 
dc líi velocidadp se tendrá: 


Fí^.c. 7“5-í 
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Así quc para todo dcsplazamiento elemcnlal 
de úua onda alectromEignétícap cs nula la ex- 
presión: 

d-í^ = i-’cfí" — íícr“ = — dj* — [7-41 

Por tanto* ia misrnEi expresión calcuiada en el 
segundo !ji$Éerna de coordenadas dc Calileo, 

{íj‘* = C.yiT ^ r^df^ — rfj"* -— — dí^*. 

también será nula, y recíprocamente. Siciido M 
d punto consíderado en Vi, re^ulta de !ic|m que 
exístc una íunción /(M¡. piicdc dcpcndeT a 

pfiori dtí la velocidad nrbktivíi v dv loii düs sÍ!í.tcnniís 
de Galíleo considerados. y |ííini h curiL 

o en forma más cxpiícita: 

cKtr^ — láif'» — 

=. y, t, I) (¿*¿¡/* tix' •— dy* ■ — 7 -ú 

Cuaudo dos sistemas de Galileo están cn reposo^ 
uno respecto del otro, la función / debe reducírse 
a la unidadp y se demuestra en tal caso que las 
únicas soluciones de la identidad [7*6] que pueden 
satisfacer al problema físico propuesto son aque- 
llas para ias que / es idéntka a 1p con lo cual 
la ecuación [7-6] toma la forma: 

— Jy 1 _ ^ [7-7] 
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Resulta así que deb^mos hallar toda^ las trans- 
fürjnacíOTies de coordcnadas [7-3] que saüsfacen 
la identidad ¡7-7], dedr, que dcjan invaríaTite Ja 
forma ctiadrática diícrcncial defimda por [7-4] y que 
SE rcducen para s? = 0 a la transíorniadón cons- 
tjtuida por iin desplazaiítiento piiramcntc espacial 
y un cambio de origen para el tiemjx). Es obvío 
que Esas transforrnacianes forman un grupo: si 
dos de elIiLíí dejan invariante ia fotTna cuadrática 
[7-4J^ otro tanto siictíderá con su pmductOT asi- 
mismo, la inversa de una transforniacTÓn del Lipo 
considcradQ deja Ínvanante dicfia forma cuadrá- 
tica, Este grupo dc transformaciones asi definídü 
S 2 llama grU'ffO de LifrcnU. 

l.a dctcnninación de ias transformacíones dc1 
grupo de Í^orcntz cs un problema clásíco dc aniÜ- 
si$, del que nüs limitarcmcis a csbozar 1a solatjón, 
No cs diíídl hallar utia interprclación gcomólrica 
s.cnc¡lla dtl grupo de LorcnU. Hagamos: 

ti = íí-t; u' ■- tcJ" ti* = — ip f7-SÍ¡ 

La identidad [7-7] toma así In fnrma: 

H' dy'* + di"* + + rfy* i- íÍí* •r 7-^^ 

AJ grupQ dc LDrcntz corresponde, pues. el grupo 
de los desplnzaratentos dcl espado propiameníe 
euclidjQno de cuatro dimensiones, cl cual se ob- 
tiene componiendo con las traslaciones 

x' = * -i- fij y .= y -I- i, j' = j -i- e, u = u + 4 

las transformacioncs lineales ortogonales de cuatro 
vajiables {x, y, z, «). 


snc. 7-5] 

De acuerdo con su propia deíinicíónj el grupo 
de Lorentz comprende las transformaciones que 
consisten en iin despfazamjento puramente espacial 
(desplazanijento fijo relativo al espacio de tres 
dimensiones, que, por consiguiente, conserva la 
forma dx* -\- dy* -f dz’) y cn un cambio de origeti 
para ei tiempo. Vamos a buscar una transforma- 
ción particular rtue, compuesta con las Boludones 
' triviales ya señaJadas, engendra la transfürmaciÓn 
Uiás genóral del Erupo de Lorentz. 

A tai efecto, obseTvcmos qnc añadíendti una 
constante a cada una de las cuatro variabics 
J!. y. í, «j lo quc eqiiivale a eftíctuar una traslación 
respecto al triedro 0,Tys y a cambiar el ürigen de 
^ tiempos, las furtdoiies buscadas P'3J, que sun 
necesariamente lliioales, puudtu hacerse horaogó- 
neas. Esto signtfica que el orjgcn del primer sts- 
tema de refercncía, t.'n el tiempo t = Ü, coincidecon 
el deJ segundo en ei instante i' ^ Ü, A consecuenda 
l dei movimiento dc trasJación rectilínea del se- 
gundo sistema de refcrencia respecto al pritncro, 
toda recta ligada invariablcíiiente al segundo sis- 
tema y pajraJeÍa a la veJocidad relativa se desliza 
sobre una recta ligada invariablcraente al primero. 
Reemplazando los sistemas iniciales por otros que 
se haUen invariablemente Jigados a ellos, cabe 
conseguir que el eje O'í' dcsJice en el trauscurso 
( del movimiento sobre el eje Ox, y que ia dirección 
común de estos ejes sea la correspondiente a la 
1 vcloddad reJativa. Efectltando sobre OVy'ir' una 
rotacion fija alrededor de 0':r' se logra que Oy y 
O'í' sean paraJelos y dcl mismo sentido que Oy y Oz, 
lo cual signiíica que el triedro Oxyz eu el iustaute 


x4tm»EaDwiet-^H_ 
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i- ^ Ü coincide r ou el tricdro en ins- 

Lante t* — 0. 

Eíi el e.spaciu euclidiano dc cuatrD dirncnsiones^ 
referido a sistenia.s¡ üTtonuriiiales dtfmidos jxir 
{x, y, ii) y {x\ y'r k'). probkma se neducc 
al estudio dc las nitacíoms que dejan simuitáTiea* 
ífterite invariantcs el plarto definido por y = 0 (o 
bicji por y* = 0 ) y el plano determínado por 
^ = ü (o por / = 0 ) y íiue dejan, por consiguicute, 
iiivariímtes ios ejes dc coordenada^i ortogonales 
relativos a lícs víLrÍELbles z e y. Üe csto se deduce, 
conio en ei espacio cle tres dimensíones, que 

y* ^ y; / j, 

Los dos riuoinbros de hi identídad se es- 

criben eii tal caso! 

dí'* ^ du * ^ 4^* + Jt*\ [7-1 i] 

con lo íiue el problema queda reducido a otro 
coii solo dos variables x y t*. Los ürígenes de Im 
sistemas de cüordGnada.s {x, u) y u'J coíncidenj 
por Jd cual la identidad ly-ii] define la-S rou- 
düTies planas cJásica-S; 

^ ^ J CQfl 5 -r U S*D ^ 

^ h' ^ -JTSFD ^ U «^£>3íp, [7-12] 

en donde sp rcpresenta un parámetro auguíax ar- 
bitrarío. 

Transíorjncrno.s [ 7 - 12 ] de manera que solo in- 
lervÉfigan eleiuentos reales; siendo ff y imagTna- 
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rios puxoSí sen f es imagiriario puro y cos f es 
real; como tg f es imagÍTiario pmo y adiniensío- 
nal^ haremos: 

V 

tg <p = í - - 

fi- 

sustituyendo qj por un paráinetro real t' con iguales 
ditnensiones que iina velocidad. Se dcduce auí: 


. p 



Sustjtuyendo eti [ 7 - 12 ] los valores de oos f y 
de een qi dados por [ 7 - 13 ] y volvicndo a Jas varia- 
bles reaJes i yi', se obtiene: 


fi'Ji- 



Hemos esíabtecidí} asi gue, a p&rtir de la irans- 
fotmación pariicitlar. 



es posiUe dedncir la iransformacióti ntds general áel 
grupo áe Lorñniz tneáianie composiáón de [ 7 - 14 ] 
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con las íransformacionás íriviaks (d^splasamií^nío 
pnrsntEnle espacial y cambiü de úrigcn para d 
(iempo). La transfornríacíóii j7-14] recibe ¿i noni- 
bre de Irán^formación espcciüi de Lorenk^ 

Eb evidentei de acuerdo con líis fónnnlas [7-14], 
qiie el número v, nec^sarmm^nie infcrÍQr a í: en 
vaJor absolutOK es tal que todo punto Itgado al 
se^undo sistema de Galileo (el origen, p, ejd está 
anímíido reíipecto al primero de nn movimknto 
recLilínGO uniforme de velocidad Vp paralela a Ojc. 

Sc obscivará qüe si ^ ^ — se hace desprcciablc, 

líis lórmulas [7-H] se rcduccn en el límite a las 
[7-1], quc nos han servído para dcfínir cl grupo 
de GaUlco cJástco. l'ara w = D, 1a transformación 
[7-14] rs, por &upuL»sto, lá transformaciÓn idén’ 
Lica, I.as íófitiulas jnversas dc [7-14], 

+ V$' , ^ ^ V 

X ■ --- ¡ y mM , J ^ í j f » --- - , [7-151 

'V'f-p* \i-?‘ 

sulo difiercn dc Lib prccedcntes en cl cambio de 
las váfíables y en la sustitución de tr por -— u. 

Rcsultarta bastantc enojosü comprobar directa- 
mentc que las ecuacioncs de Maxvvell en su fornta 
cUsica son invariantes respecto a ias transforina- 
ciones dei grupo de Lorcntz. Sin embargo. este 
resultado es consecuencia trivial de la forma ten- 
sorial simple en la que es posible escTÍbír estas 
ecuacione.^. 

7*6. XtaiurortnacÍDa de Lorentz eo fcrma intrín» 
eeca,—Es cóniodo traducír la txansíormacíón es- 
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pcciai de LürGiitz a notaciones vcctoriiles de tres 
dimensiones, De estíi queda hecha de íorma 

automdtíca la eliminación dc ias rotacsones pura- 
mente espaciales refereittes a uno u otro de Iqs 
tríedros, con lo que la transformación obtenída, 
compucsta dc simples traslacioneB dcl cspacio y 
de cambíps de ortgen para ei tíémpa, nos propor- 
ciona la transformación más gcncral dcl grupo de 
Lorents, 

Puesto que los vectores íntrodticidos son los 

dc ia gcometría ordinaria^ dGBÍgnemoa por i; el 
vector velocidad relaliva dcl scgundo sÍBtcma de 

refprenda respecto al primcró, y por k el vector 

-k^ 

umtario llevadQ sobre ÜJf y colincal a v; se ticne 
así; 

-I- 

if * tiA. 

Representemos por r el vector cspacip que une 
el origetl 0 del primer £istem.i de rcfcrencia con 

el punto M (x, y, J), y por f', el vector homólogo 

——l' 

relativo al segundo BÍstcma; r y se püeden ex^ 
presar en la forma: 

[ 7 ^xT+ 7 ,-, - gj 

/ -X>!l + r\ , 


en donde y r'^ designan las componentes nor- 




males íl r de r y En virtTid de la transformacÍEÍn 
dfí Lorcntz [7-15], entre los tárjninos que fígiiran 
cn los Jíegimdos míéTnbros de [7-i6] se tTenen la.s 
relíidüncs: 

4:' + rr ^ 

“ - — t r = r’„ 

Iratonif/s dc exprfrsar r en funcíón de r', depy 
iIkI tJempo f. Kestandcí mkmbro a miembro las 
ocuacinnes [7-1 (t'l, rfísnlta; 


r D r' + fJT — 


Píír lanto. 


^ -^ =-■ ^ 1 1 V +- 

\i-pi / V< -¡1’ 


V lambií’m 


í'* = fr’ = ír'lr^ 


SuütiUiyeiidü exprt^jiiones cn [7-l7j^ se ob- 

Tieiie la fórnmla dc transformadon para los; radím 


vectorpj;: 


ta cual pone de Tnamfíesto que los tres vectores r, 
r' y i' sün Hiempre coplanaiios. En cuanto a ia 
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COMrO5ÍC10?í DE VELOLIinADES 


fürmula relativa al ticmpoH se puede cvídentemente 
escribir [véase [7-fñ]). 


.- |r-±írj 

\ j-p* 

Las fórmulas [7-18J y L7-IÍ?], escritaji en foTimL 
vcctorial pura, son de ciJmodf? empleo en gran 
námcTO drr cues^tíones dc rtílalívidad restrinjyÍLÍa. 
Vatiios a utilizarlas paru cstahlecer la ftVrmula dc 
Eiustdn de totnposiciún de vcloLÍdadcs. 

7-Ti Iai ley reUüvÍHtii de cpinpüf^ld^n dir vcitiri- 
dndpfi.—En la dneniática dáyicíu leoTcnia sle 

hp 

coiiipcsaícíón do velfieidnde,^ es bií-n svnciUrc si i' 
dcaigna la velocidad de nn sistema de (inlileo S\ 
reüpccto al sLstéma de í.iiilijt^o y si un punto 
material P se rnutívc con reiadDu a S' nnimnLlo 
— ^ 

de la veloddad u\ su veioddud resjiecto a S será: 

H * cj + u\ | 7 -l^T 


En la teoria de la relatividad rtíitringida^ la 

relación entre í*,v y ft' es ¡Tastante más coinplicnílfi. 
Con las notacione^ de la seccidn anterior, las velo- 
cidades de P con retación a ambos sístemas dc 
Galileo estarán dadas por 


u 


ír' 

'fff' 
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lo cuaJ prueba que Jüs tres vectores h, m* y i; soti 
copJanarios. Esta relaciÓTi se transforma fácíl- 
mente en ía fórmula de composición de velocidades: 
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CQMJÜfiTCION IJE VELJJCTDADEh 


Ei numerador de [7-22] es la suma de dos vec- 

— 

tores: uno coliueaJ con y el otro perpendicular 

a w. Si ^ = v/c es desprcdable respecto a la unidad, 
la fórmula [7-22] se reduce en el límíte a la íór- 
miila clasica [í- 20]. Se deduce íitmedíatamente 

de [7-22] la expresión del cuadrado de u: 

, _ I r 

" “ 7"-ti'* + + Si h' r + 

‘ '■ 


cn la cuítl laB dos v&locidades y v d^íícinpoñaTi 
papeles simí-tricos, 

Cuando los vectorea w' y u son colineales, w 
tiene tambiiin la misma dirección, y el segundo 
tétTnino del numerador de [7-22] se anula. Entre los 
móduJos de las tres veJocídades se verifica la reJa- 
ción de Einstdn: 

U' -f- [I 

ii = ^_ rT 


í ~ 


Es fádl comprobar sobre las fórmulas [7-23] o 
[7-24] la iiíiposihilidad de sobrepasar la velocídad 
de la mediante composición de dos velocídades 
inferiores o iguales a c. En particularj si se toma 
tí' = c en [7-23J, se tiener 
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Así, paxa u' = c, se übtient; siempre u — c, cuaí- 

—> 

qniera que sea' la veloddad de arraííre r; resultado 
que está pknumetite de acuerdo con el jirÍTir.ípio de 
invaríabilidad de la veloddad de la luz. 

7*8,r El ciipaclo^tipmpv de Minkü^Eki.—^La ideii- 
tidad |.7'7J nos dice que si coiLsidcranios dos -sii^ 
ccsos iníinitíLmeiite prdxiiriDs, eomo fí, y, t) y 
{x + rí,T, 3 ' + dy, z + f + di}, la expresión: 

(ÜT = f w — dx' — dy* — íJr» {7-5- 

tiene el misino vaJor en tofios Jos sistemas de coor- 
dcnadas de Gaiilco. iíe Dbserv-ará que ii los dos 
^uccKos corrL^spcmdcri a iina velocidad ínferíor u 
r, d valor qiic toma [7-25] cs positivo. 

Coti ellü re^julta ^ en rdatívidad restringidat 
lii vaficd^d Vi c^td dotada de la mélrtca désfimda 
fyor !a forma tuútirdiica ¡7-25}^ Como esta métrica 
tiene coeíicientes con&tantes en variables de Cia- 

lilco y sit sígnatiira cs + ^-, resLdta que de- 

íiiie Vi comv e^paao ffíifro^i‘¿iJíii;wíí (rnc/irfiiiJtíJ. A 
cste espacío se le llama ííspúci&-iÍÉmpt> dc Min- 
kiywRki^ y u la expresión ds, ini^rvah dttnenfüi dt 

Las coordenadas de Galileo constituyen un 
sistema de toordenadíts rectílíneas ortogonalGs para 
este espado. Se obtcndrá en Vi un sistema orto- 
nütmal (teníendo en cuenta la signaturü.) si se 
sustítuyen las variables j:, y* Zj f por las 

[T-^íOl 


ífi = í, f» =? y, jí' 


w* = ef. 


7'ííj ÜL J'HÍN ÜIFIC PE IKlíHCIA 

La Tnétrica [7-25] adopta en tal caso la íorma: 
ds^ = idx^r — 

Las varíables se Uaman coordcnadas dc Ga- 
ÍÜÉo reducidas; de bIUls baxemos frecuente uso eti 
lo sucesivo^ y escribixemos: 

dj» = (íiÉ.y P y lúUotndicv Hnego = í, 2r 23, [/■'Sfrj 

con 

- 0 (« + 3) - '"ii' “ — '»íi ^ — flí|. = — « 1 

Natüralmentc^ d espado-tii.^nqi'U dc MinkowskÍ 
püede refvrir^c a cnordenadas curvilíneás cuales- 
rjuiera, y rntonces su métrica tendrá Jfi (■ormíi: 

tín dnnfik las funcioncs dc las coordenadas 

curvilmeas (y'). 

L.A DiriiAMItA ÜL LA HEr.A'nVÍDA1> ll^MT||]NGIÍ)A 

7-9* E1 veelút velueidad miilftriu y el principiu 
de tDercia,—En el espacio-tiempo de Minküuski, 
consíderemos un punto lUateríal P en inovimientü, 
con una vdoeidad Lníeríor, uatHralmentej a c. 
Estc movimiento puede definirse dando las coor- 
denadas {y") en fundóu de un mismo parámetro; 
p. ej., el intervalo < contado a lo Jargo de la tra- 
yectoria de P en V^, Se llama vecior vdocidai 
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tíííífartí' de P al vector univsrso^ evidentemente 
■anitímü, de cümponentes: 

„■ = — (t - 1. 2, 3, *J. [7^SSí 

df 

Veaniüs la interpretadón de Ía^ componentes 
de este vector en coordenadas de GaJíleo reducídas. 
Las componentes dd vector velocidad del espacio 

ordinario v son: 

p*- BP — (í y ítKlo íDdjcc latiRo — 1 p £, 3). ¡7*S9r] 



Í7-31] 


S£C. 7''&] 
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Snpongamos que el punto P está anijnado, en 
conrdetladas de GaJileo, de nn movimiento rec- 
tílineo y uniforme. Las componentes v* y» por con- 
sígniente, las componentes u' dadas por [7-31] 
son en tal caso constantcs, y 

— = 0; -r “ 

Íí di 

De otra forina, d punto P udtnite como trayec* 
toria de unívcrso una geodíi^ca de [7-25], a lo 
largo de la cual (ís' es positívo. RedpToeamente. 
el sistema diícrencial dc las geoílésícas P-2&] se 
ptiedc cscribíf cn variables de GaLleo en l.i forma 
siguientc: 

d*^ 0 () 0 

Jí* ™ ' éf^ ™ ' £Íí* ' 

y a toda geüdésica, a lo iargo de la Giial ds* sea 
posítivo, corresponde un mQvÍmiento rectilíneo y 
tjnifürme de vdocidad inferior a c, 

Áhnra bicn: eri dinámka clisica d príndpio de 
inereia afirma que un punto material aislado ad- 
rcspecto a ejes dc Galileo, un movimíento 
reclílírseo y umíornic; en la tGoría de la relativi- 
dad restringida consGrvatncis este piiridpÍQ en 
coQrdenadas de GalileOp ai que podemos dar el 
enunciado de forma iuvariante sigmente: 

PiíJNClPío DE 3KEHcrA .‘—Un puniQ víaieriíd ais- 
Isdo admte como ¿rayectoria de ummrso una geo- 
désica dd £¿efnento lineal dc Minkowski para la 
cual £s¿e ds* es posiHvo. 
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En cuiLTito a Jas geodé-^ícas pü.Ta las cualej 
es ds^ = 0, corresponden eü cl efípacio a. las rectas 
reí^omdaí; con la velacidad c, es decír, a ios rayos 
lunn'Tiosos. Se ve así que la teoría de la rdatividad 
rfcístringida se hallü. ligada dc manera senciDa cun 
la geomctrfii del espacícrdiempo de Mjnkowski. 

7-10. EpuacÍTTEtcs de In dmsniíta de uiívi mAjiia 
piiriiual.—ConsidcTemos el niovÍTniento dc tín 

]ninto in^terial P üornetido ii una ínerza / dada, 
que püede depender de la poripún y de la velu- 
cidad de P. En dinHmica dárica, d movimiento 
dtí eüitc puotü satisface a la ecuacíófi fundainisntal 
dc Nevvton: 

X 

*■ 

cn domJc mí desjgjia lii masa. del punto y v es sti 
vector veloddad dc espacio, De [7-33J resulta 
eJ teorema Uamado de las íucTsas vivas o dc la 
energía: 



Las ecuadoDcs new^oiiíaiisis [7-33J y [7-34] np 
sün'mváfiantes para ia.s transformaciones dd grupo 
de Lorentz que haoen pa&ar, en rd ativid ad. 
de lyi sisterna dji jqpArdenadas de Gaiiteo a otro 
sísiema de coordenadas del misinü íipo. Hay que 
transforiíiar bastante díchas ecnaciones para adap- 
tarlas a la teoría de 3 h relaüvidad restringída. En 



süc^MOl 


DIííAMICA Dtí tJSA MASA PMKTUM. 


e&ta modiíicacióu cunviene scguir la idca dírectriz- 
dc f]uc las nuevas ccuaciones deben reducit?sc a 
¡U5 antiguüs para veiocídiLdes pequp.nas. 

Del sbtema diferencial [7-32], quc dciinv con 
tíí sírnboHsmo de Ja rciatividad el inoviiniento de 
uu punto material aiíilado, nace hi sugerciicííi de 
sristitüir Ja acdersidón ordinaría de P por fa ace- 
Í^ación dc imivcrso relaüva a la cua] stí halla 
definída fc^n coordcnadas cürrilítieas ar’bitrarias 
■fp) pQV la refación: 

17 m'^ t 

Si caracteri'iíaiiiüs laincrcíri dd pnnto P mfdiíTntc 
iu\ paránifcdro tUjt, qnc pünca las dÍincnsiuTies dv 
isna iníLsa y nuv [bnmrtfrtmi^ rií r^pífnt} dc P, 
liogaiivus íi líi $jguieiití> íorniii do laa ccuucioni-^ 
del iriovímieiUu dc P: 

ijíi' 

011 donde el coeficientt:: r* ac ha iulroduddo por 
rnj.oiies de homíjgeneidad tiLte síi justifica-rán in- 
mcfliatamente. Lai^ ecuacioues [7-3ri] son las ^cua- 
€ton¿s de ía dindnijca íi¿ fa r£¡ativi- 

díiil rfisiringida y fiierori sugeridas originalmente 
por Minko^vski. 

Como el vcctof es unitario, su diíercncííil 
absüluta yií"- es ortogonal al mismo, deducíéndosG 
de [7-35] qüe 

I7-3&: 


ríi-íi^ ^ 0 



TRQRTA DE L*, i^HlATmuAP BRSTETNGrp^. [C\W. J 


Así que el vector ®\ que desempería g 3 papel 
de vector íuerEa de universoH es constantemeDte 
ürtügonal al vector vG]ocida.d umtario, 

Situémouos ahom en coordenadas de Galileo y 
tratenios de ínterpretar las ecuaciones [7-35] eom- 
parándolas con los ecuadones newtonianas [7-33] 
y t^“34]p En tal sistemá de coordenadas las ecüa,- 
ciones [7“35] se escriben: 

du* 

-7^ ; 

u voJviendo a b variable / ligada a s por 
[7-30), 

du'* - —- - 

" ^'v' 1 — f** 

£xprcsa.ndo las cümpQncntcs h' en futicíón de 

mvr. 

las dc in vcloddad de espado v mediaiitc laíi fÓr- 
mulas [7-31], .se Ilega a lás ecuadoneíi: ^ 

d V* , — 

«. - ,- - '!■' V I — p*¡ í7-3n 

d c r - 

/!"?■. [7-381 

V' 1 — 3' 

Jas cualcs se comparan fácümeute con las de 

Newton. SÍ designaiiios por / el vector de espado 
de componentes 


ft ^<¡>f y' i — 
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Jas ecuaciDTies [/-37] í>e traduccn en la ecuación 
vectoriaJ de cspacio: 



ia cual delje compararsc con ia ecuadón íundamen- 
taJ [7-33] de la dínáinica clásica, a la qnc se reduce 
cnando p es desprcdabie rcspecto a la unklad. 

Es aJgo raás deiicada Ja interpretación dc 3:i 
ecnación [7-38] y de su scgundo mierabro. La con- 
didón de orfogonaíidád [7-3GJ se expresa en coor- 
dcnadas de GaÜleo redncitlíis por Ja relacién; 

■ V ailu' : 

i 

0 -sea, scgún Jíis fórmuJas [7-31] y [7-3Ü), 

y/l _'pi -^£(i ” í(( ' 

de donde se dcduce; 

-«r -» 

ibf , 

C 

y Jji ecuacion [7-381 puedc e.^ciibirse en la forina; 

d Fíi^r:’ — 

7 ^ f-’i. [7-411 

í — p* 

El segündo rniembro de [7-41] cs idéntico al 
segundo ndembro de la ecuación [7-34] de la rae- 
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cánjca clisic^i, de tal suerte qiie ]a vaiiatíón cod 
e] lieinpü de la canüdad 



17^2] 


es i^al al trabaja de la fucrza /, Cod dlo llegamos 
a la ¡nterpretaddn de la cantidad [7-42]: define 
en la tporla de la Tdatividad restringida la energía 
totd dd punto xnaLerial consídcrado. Es esencíal 
observüT que esta cncrgia no se anula cuando !a 
vdoddad tiende a cero. Harenros; 


con 

Ko *• m^r* I T — ^ -1 ~ 1 I [7*43J 

J 

A Eí S€ le liama ^ncrgfa in rcfmú del punto 
iniiteriaJj y T rccibe d nombrc de £n¿rg{a úinéíica 
r'úlúíimsta. Se obscrvará quo para velotídades pc- 
queñaSj 

JWi £ 

por ccmsiguiente, para pequeñas vdocidades E 
sqIo diíiere en la cünstante Ei de la energía d* 
nética oTdinaria de la mecániea cláíica- 


7-11. E1 Tector dc üiipiil=l4n>eiiergia j la mñM 
relativüta.^^—Se Uaüia u^tür impalsiún-^HCTgiú 


sKc, 7-1X1 


EL VECTÜH niL TWPULSIÜN-ÍITJERGIA 


ÍÍ2.7 


al vector de unÍY erso colin eal con el vector velo 
cidad uiiitarít>7^& componentes 

p' *- ÍFTpCÍÍ^. [7-44] 

En virtud de las fórmulas [7-31], las corapo- 
nenteíi de cste vector en coordeuadas de Galíkü 
reducidas son: 

. tíi £: E 

=• ífip . T ^ .——— = — [7-45] 

V1 — P" V1 ^ 

Introdacíendc! el vector innptilsión de espado 
dc componentes p*, la ecmacíún fundamcntal [7-40] 
se puede cscribíj: en la forraa: 

dp 

7,-/. p.tó) 

Asl c]tic. dcsde d puntó de v!ata de la ecuación 
fundamental de la dinániica. todo sucede como si 
se hubicso sustituido el vector inipulsiún clásico 

por ol vector p; ea dccir, como si cl pünio niaterial 
P se consíderase coíno un puüto de masa variabhf 

F«, 

Fñ « [7-47] 

V'í-P" 

La masa m defímda por [7-47] recibe d nombre 
de masa r^latíüisia de Para pequeñas ví^locida- 
des, m se reduce a la rnasa en reposo, por el 
contcario, cuando v ticnde hacia la velocidad de 
la lnz^ tn tiende a míinito. 
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LA IMEKCIA ÜE LA EMEHfiÉA 


Según ]7-42jj la masa rdaíivista es ignaJ al 
ciente de la snÉrgía loéai Ü por míentnis qiíe Ía 
masa ííi es el codente por c* de la }?fí4!rgm 

i^n rcposo Ed. Resulta así que en rdnüvtdadp y 
debido ü la existcnría del íactor hay uiia corr^- 
laciún mny estrictcL etitre oiasa y energfa, circuns- 
tancia que no tienc analogia eri la fLsica clásica, 
Vamos a profundizar aJgo iriis cl estudio de esta 
correladdn. 

7-12» Lft l uftrcia jic la enctgjftp—Consideremos 
una particula malerial compleja y un $iiíteina de 
GalÍleD S» tal que^ en uu punto del umverso de- 

tcrminado, eJ vector imjmlsitrn total ^ de la pat- 
tícula sea nulo re&pecto a Supongamos que. 
Cün relación a Sn, la parücula admite la energia 
total bajo íormas cualesquiera; la cauüdad Et 
cs entonces la ¿^crgía en r^posú de la particula, £i 
vectpr de impulsión-ericrgía de la partícula tieut 
corao compnnentcs respecto a Sé! 



Volvamos ahüra a Ltn sisteraa de Gaüleo cttal- 
quiera S> Cün relaríón aJ cual S* se mueve coa 

veloddad de espado y. Efectuando inia transfor- 
maríón de Lorentz, se comprueba que el vector de 
impulsídn-encTgia admite abora las componentes: 
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Sobre las fómmlas iLnteriores resulta obvio que 
cada forma de energía aporta su contribución al 
vector impulsión de ef^píirío, como sí dicha for- 
ma coixespondiese n una masa igual a su co- 
ciente por c^. De todo el)o resíulta eJ siguiente 
cnunciado: 

Todo sistcma físico que posca, hajo cualqmcr 
/orma, la cncrgta cn reposo En, poscc al prapio 
iicmpo ufTír masa inárñet de valor 

I749J 

c- 

Este resultado, conoddo cün el nonibft de 
priHCipio dc inercia rie la emrgia, fue enunciftdo 
por Einstein, Este recotipcímicnto deJ hcchp dc rnie 
masa y cnergfa son equivakntGíi sin duda, Ja 
aportación más fecimda c|uo hti liecho a b ffeica 
la dinámicft rdativígía. 

Como ejeniplo de esta inercia de la energía, 
supongamos que la parLícula lefGridíi n Sd uo estí 
sometída. a ninguna fuerza, y que emita, durante 
un interv'alo finito de tiempo, una energía AEy 
en forma de radiíición ¿.lecíroviagnéiica^ Esta radia- 
ción SÉ efectuaráj p. ej.p bajo la forma dc una onda 
ealórica, de manera que la irapulsión resultante 
respecto a S* de la cnergía radiada sea uuJa. Es 
claro cntonces que la paí’tículaj inicialmente en 
reposo respecto a Sd. lo seguiri estnodo despnés dc 
esa emisión, 

Refiiamos ahora el fenóraeno que acabamos de 
cónsiderar al sistOTna de Galiloo S, E1 sisteraa 
tituido por la partícula y la radiación cs un sistema 




S30 


TEORfA flELATTTTDAD BZ5TRJ GTI3A [^Px 7 


aislado, por lo que habrá conserradóu del vector 
iinputsión-energia totaL Respecto a S, la radiaciún 
admite la impulsióa 

¿E* V 

p>' 

y la energta 

AE, 

v''r^p* 

Por tgnfo, la partlcula ha debido suministrar 
tales inipuIsióTi y energia sin que baya variado su 
velocidad, lo cual solo es posjbJe modificando su 
masa cn reposo. Si designanios por m, la ruasa cu 
rcposo de Ja partícuia antes de la cmisiún y por 
tn\ Ja quc tjenc dcspués de haberla rcalízado. $e 
obtienen las relaciones de conservación: 

1 -^ 

\ v^l—v'^l — yr—P* 

¡ ™*^'_ _ ^ AE, 

yfr—K* 

que son equivalentes a 

AE, 

= *"is — ^-r 
c* 

La masa dela partíc'üla ha dísmínuido, por tanto, 
en una cantidad igual ai coriente por c‘ de Ja ener- 
gía emitida. 


SEC, 7-13] ECUaCIÜNES DEL firaTEMA EN REFDSQ 


En lit diniÍTnica disica, las lcyea conscrva- 
tíón paja ía masa y para la energía de un sib^terna 
aL^Iado son dTslintas. En la dinámica relativísta 
soln exi&te una ley de conservadón para U ener^'a 
total de un 5Í5teina aislado; las masas cn repDso 
de los ílementos constitiiyentes dd sístema cam- 
’biaráíi cada vcz que La encrgií], cinctica se ti-ans- 
fürme en atras clases dc cncfgía, y vicevcrsa. La 
tnasa cn reposo de unn particula material no pun- 
tual pcrmanecc constante en tanto quc la encrg-fa 
en rcposo correspondicntc no es alterada por loa 
cambios citados, Pera Iní; rnasas en reposo pncdcn 
cambiar cle mánera apreciable cimndo IhIS 
dc intcraccidn sean dd mismo orden de magnitud 
que las cnerglüS cu rcpfiso, 

AsJ consiguen explicarse los r.]cítíctos de iriHasa ob- 
servadost en los niklcos idótTiiccis y; de ujía mancra 
gcnerai, U mayoria de las reat;cioncí nucleares. 

Se concibe d papol esencUl qne deíieEripcña la 
inercia de la cnergla en cl esturlio de los fenómenoíi 
nudeares, objeto de timtas investEgaciüncs por 
parte de los físlcos cüntemporáneos^ La íísica 
actual sabe ya cómo matcríaíizar la energLa en 
forma de paTtículas ükmentaleB, y desíntegrar ia 
matería para liberar una frac.ddn importantc de U 
energla equivalcnte. 

lA DINAMICA MXATTVISTA DE LÜS MEmOS COH'mftÍDS 

7*13* EeuacínDes oorrCspDadieDteH aJ KULema cd 
repDao.—-Para obtener !a forma rÉíiativista dc las 
ecuacÍQnes dd movimierito dc tin medio conrínuo^ 
consideremos un .sistema dc üídileo ürtogonal 
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respecto al cuaü la materia está cn reposo en tin 
punto dü universo Pn, y tmtaremos en primer lu- 
gar de escribir las ccüacioneft en P, fefcridas a 3i. 
En cl ptinto Pb, todaií las cornponentes de[ 

^"cctor vcÍDctdad de espado v son nula^; por el 
contrariup las fkrivada^ dc estas cointKJiientes son 
en gencral distíntrLS de cero. 5Í designainos por 
el vector veJDCidud nnitario de nnivei^o aso- 
ciado a f?*, es claro que eu se Üene: 

líi - . M* = 1 T-ívnj 

Ee aqtií resulta, las lónnuias [7-31]^ riuc 

las derivadas dí: las u* cstán dadas por las fór- 

** - 5’,P , — Ot (7~5Í ¡ 

4? 

puesio {jue. pur ser h' uiutarÍD. 

m*3iU, = 0. 

Vísto esto. ías ecuadones no relatívistas [6-43J 
y [fi-57J toman. cn d_sistfi-ma_S,^y en g 1 punío P,. 
la_fonna: 

I 4 - = f 

! “ 

en donde derigna el vector impiilsión dásíco 
por nnidad de volnroenH 


?EC. # -^3] EtUACIOSES 13HL 5I5TEMA Etí kÜzr'OSCi 

En estc vector iminiilsión clásico, splo in- 
terriene lá cncrgra correspondicíite a la densídad 
dela matGTÍü, Ahora bien: saliemos en diná- 
Tiiica rdatívisía todas las íormas de encrgía deben 
aportar 5U cuntribución al vector impulEÍdn, Aqui 
únícanierite consídeTainos como téfmíno adiciotial 
la cncrgía corresponflientc a la acciún de líis tcn- 
síünes mecánicas, dcscartando en particular el 
caso en que hnbiesí? rimultáneamente interacción 
clectronKiLgTiíticíi, 

Pura calctilar cl ítnjo dc KUergííL r.orrcsiXTrjdicínte^ 
considcremos nn dcmento df- árc.a dS, cnyas 
cpmpont:nh'ji dcsigníimos por scgiin las not?i- 
doncs mtrodijcidas m la i^ccdón iMrí. Scgún 
!t^4tíjj comu^po-ndt! a iina íucrKEi supúrficial 
dcnicntal: 

S; lu matcrin se mnevc cn lay proximidadcrs de 

estc efcinento de área con la velücidád v, de com- 
poncntes conl-TTLvariantes tjJ, el trabajo corrcspon- 
dÍGnte vícne dado por 

V sJítífío*; 

f 

□ üea, introduciendo ias coniponGntes covaTÍantes 
de la velocidad en la métrica— {áx ‘]'^— — 

— relativa al e.spado. 







En Qtras palabras: existe uu.JQyjod^ ene^rgiaquí 
atraviesa el elemento de área ¿ÍS, y ¿I vector qtie 
ne este flujo total de energia tienepor componfintes 


en donde d prtraer término corresponde a la den- 
sidad de materia p. Resulta de dlo, de acuerdo 
con la relacíén relatívista eníre energía y masa 
(véase [7-48]), un vector impulsiún por unidad de 
volumen, d cual cs i^al al codente por c* del vec- 
tor precedente; es dedr. 


I,as Componentes de este vector son nulas en P., 
pero no así 5 US derivadas, quc son Jas que úntca' 

nicnte van a intcrv'enír, Basta su.stituir el vector p 
por [7-53] en las ccuadones clásícas [7-52] para 
obtener ias ecuadones rclatívistas del movimiento, 
quc scrAn válidas en P, y en el sistema de reíc- 
rencia de Galiko S* considerado. Así se tienet 


o séa, teniendo en cuenta la anuladóu en P, de 
las f' 
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^i^TTACTnwÉá UEL VOVTHlÉíiTD 


Introduzcamos, lugat de líis derivadas res- 
pecto a 1a vadable í* las dcrivadas respccto a la 
variablc — cíj con la Tiotación habítuaJ para 
las deriVEidas parciales, se obücne: 

^ -f- = /I 

j [7-54] 

j í9|p -— D. 

r f® 

quíí son las ccüaciones buscados, 

Fiírma tem^t^rtal iU* Iíip eeimdoneíi áfi] movj- 
inkntfi,—partir de las écuadones [7-5^j]i víUída^ 
en cl punto de universo respecto al sistcma en 
roposo S.Í. nos scra posiblc detcrminar U formít 
tensoria! gencral de 3as ^cuaciones dcl movimienlOp 
la cual cs Ja traduccidn tin dinámíca rdativista dc 
las ecuacionos disiciis [ü"í3j y [ü-57j.' 

La íorma de los écnaciones no reKitivistas 
[G-57] nos sníjiere que dcbü dGSümpcñar un papd 
importante en las eciiacione.s bniscadíis iin tensor 
síinctrico con dos índioes. 

IntToduciremos el Eensor de universo quép 
ei^.ei sístema de coordcnadas S* y en d punto Pm 
admite las componcntcs: 

y qne, por consiguientej satisface idéntic-ainentt! 
a la ecuaciún íensorial: 
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lTitrodTiciii]05 tambi^n eJ v^ctor d^ unÍYerso 
que^ en el &istejT3a de coardenaáa^ S. y en el punto 
Pgp adTTiite las componentesí 

^ fi - ^ 

y quCj por consig;QJerEte, es orCogonaJ al vector 
velocídTid unitario: 

= 0- '7-56] 

Vamos a probar qucp con íhstas notaciones, las 
ecuadoncs [T-ííá] se pneden escribir cn forma ten- 
soria]^ Víllida en nn sistema de eoordcnadas cur-^ 
vilíncas arbilniriíLs: 

- 0 f7-íy7j 

En efecto: cn el sistcma de coordcnadaií ly üa- 

lilco Sh y m d punto P.p ias ecuaciones [7-57]. 
si tcnoínoíi en cncnta [7-50 y [7-5i]^ íe rcduccn a 

e"p5(M* + I- ^ IT ;= t>p rr-S&l 

-r 4- 3jiT“ + 3^T“ = 0 íl = 4j. 

Es fácL! ahora caJcular los términos quc 

íjitervienen en [7-5S] y |T-59]. Se tiene primcro 
en Pn: 

y, en virtud de la ecuadón [7-55]^ 
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Se dtíduce as£ la relución 

Licvando los vaJores de d ^ las ecüaciones 
[7-58] y [7-59], se tienc: 

I r*fic'iU* + ™ /í 

I c* 3 ^p + ta 0 í 7 '"^j 

y su^tituyendo las componfintes ií* por las scgtin 
[7-51], sc obtienen de nucvo las ectiacíüiies [7-54]. 
Las rcladoncs [7-57] sson laíí ücuaciones íundamen- 
taJes de la dinámica rclatmsta de los mediüs 
continnoSp El tensür dc univeráo ! 5 e llama 
tarnbíén th* q de iensionc^^ 

7-15- III teit^Qr lle ímpulRÍóu-finergiii^^—La for- 
jnii dé ías écuacíones fuiidaniLuilales [7-57] nou 
conduce a introducír cl tensor simátrico 

-h |7-6ri 

de suertc que las ecuadones [7-57] se esciiben; 

'X 

1 . 

Í7-ÜÜ] 

E1 tensor recibe el nombre de í¿nsor d¿ %m- 
puhiófi-mergia del medio continuo considerado, 
Se observará qucj en vírtud de [7-55], resulta; 

pu'\ 








Cabe traducir este re^iiltado dideado que la 
trajiBforraacíón lineal deíiíiida por el tensor de 
Jmpnlsion-encrgía admíte el vector vdocidad unl- 
tario u' como vector propío, siendo p d vaJor 
propio conespondiente» 

Busquemos la forma del tensor de impuJsidn- 
energia en el caso en que d medio conünuiti con- 
siderado sca un íJuldo períecto* Ütilizando las 
notacione^ de [7-35]. el tensor admite, cn d 
sístema de coordenadas de GaliJeo S* y en d piiato 
Pgp ias componentes: 


„ fi* tz. T» ±= Tíí — TM « D, 


lo que cn coordenadas arbitrarias se cscribc en la 
forma tensorial: 




de donde se deduce: 



LAS ECUACrOIÍíS nE MAnrEUL-LOHEírTZ 

7-16. E1 t&moT eaínpo dcetríniifl^étieq.—La 
teoría de MaxweU para el vacio y la teoría de los 
electrones de Maxweil-Lorentz Jiacen inter^^enir un 
campo electromagnético variable con el tiempo 
y defínido por un vector de espacio canipo eléc- 

tnco E y un vcctor de espacio campo magnético H. 


SEC. 7-Ífl] EL TEÍÍSOÍÍ CAKrO ELECTRÜMAdÍÍETTCO 


230 


síendo adecuada esta representacíón vectoriaJ úni- 
camente para d estudio de las transformaciones 
consistentes en un dcsplazamíento puramentc es- 
padal y un cambio de orígen para el tiempD. E1 
campo electromagnético asl definido esíá rcgido 
por las edebres ecuadones íundamentales de la 
electTodinámica.llamadas de Maxwell-Lorentz, Nos 
proponemos dcmostrar que estas ecnaciones se 
exprcsan de manera paTtícularmcnte seneílla con 
ayuda de tcnsores defínídos sobre cl espacio- 
tiempo V*, 

Estas representacioncs tensorialeBp ÍndepeTtdieti- 
tes del ^btema de rcferencia adoptado en la 
variedad espado-tiempo, han conduddo histó- 
ricamente a una mcjor compren5Íón de los fe- 
tiómcaos electródinámicos de los cuerpos en mch 
vimfeniQ. 

Supongámonos situadoB en tm sistcma dado de 
coordenadas reducidas de GalJlco (ít*. x*), al 

cual correspondc en o) espacio un sisiema de ejes 
rectangulares de Galilco Ojryí, Respecto a cste 
sistema, es sabido que los campos eJéctrico y mag* 
nétjco se pueden definJr^ mediante nn potendaJ- 

vector de espacio A y un potencial escalar de 
espado.-O. por las reladones: 

; H =*: rpt. A 

\~X ^ 

1 E = — grad. - 


Designemos pox A*^ At. A# las comporientes 
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ajo 

A sobre los eje^ Oíy£, y consíder^iTios el vector 

de universo 7 que adinite. encisisiema dado dc copr^ 
denadas rcducidíLs de Galileo, !as ciiatxo compo- 
ncntes contTavaríante.s: 

9 ^ = — Ar : a* = — -Ap , oL= — -j^] 

y, pór consiguiente, las cuatro cDmponcütes co- 
variantes- 

tPi A* i^t = Ar. 9 , = %*: ?* = -- ¡7’<^! 

Las fórmulas [7-G4] sc cscriben cn lal caso en 
la forma áiguíente: 

f Ila ™ &iT^| Ij Ivf 

í Hp - &B(P| —3^9* j - 5(Í4 

Lo que dicho cíe otra manera signiíica qm las 

seis conipoiicotes de los vectores dc espacio H y E 
estííii dadas por las scís conapotientes covartantes 
cstrictas del tensor antiaíniétrico de univcrsa, 

En coordenadas redticidas de GídSleo, se tiene 
cxpUcitamcnte; 

I i “ ^'11 

H, = Fn i E, = F» [ 7 -fi 80 . 

f H, = F„ ( E, = F„. 
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Tambíén es posible ejcprcsar las componentes de 

1(15 vcctores H y E por niedio de las componentes 
contravariantes estrictas del tensor F-*,., según Jas 
íórmula.s; 

¡ H, = F« I E, = — F“ 

K, =T«' E,,=—F« [7-WI 

/ H, - F“ í E, = -- F“ 

Asi, en el espacio-tiempü, el campo dectromag- 
nético qtieda deíinido por uii tenscir antisimétrico 
de dos índices Fi,, el cual se denomina tmsor 
camfo eliclfomagnéíico. Él vector de nniverso 9 ,, 
dcl cuai I‘\,j cs el rotacianal, sc llama foiencÍBUvedor 
de unimrso, La introducdí'jn del tensor campo elec- 
tromagnétíco, definido por pone bien de 

manifiesto la profuncla unidad dei campo cbctro- 
magnctico. y destruyc ta antcrjor íiidependeneia 
aparente dc los doa campos eléctrico y magnético. 
En virtud de la ley de transforniadín tensorial, 
previa una traüsforniaeidn del grupo de Lorentz, 
las componentes del nucvo vector campo eléc- 
trico, p, ej., dependen simultáncamente de las 
coraponentes del campo eléctrico y dcl campo 
magnético en el sistema de referencia de Gaüleo 
ÍDÍcial. 

Consideremos, p. ej., dos sistemas de coordena- 
das de GalUeo {x, y, t] y (*', y\ s', f'), ligados por 
una transformacíón espccial de Lorenta, De las 
ecuaciones [7-15J, que definen esta transformacíón, 
y de las [7-69], resulta que las componentes Ej, 
Ek, Eí del caxnpo eléctrico y Hi, Hir, Hi del campo 
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niagiiético tín £?1 segundo sistenia cstáji datlss por 
las íómnjlas; 


H/ = 

Íl/ = Er 

H|f ~ 

H/ = - 

1 ^ j __ 

1 . - 

-3’ 

Ví-Í^> 

H.-pEv 

f .. F-.4?H, 

ris — - 

vi-P’ 

v'i—P’ 


Estas icyes de Uansformación están cstreclia- 
Hiente Ugadas a las leyes de Faraday y de Ainpére. 

La fórmula Í7-67J, quc conBtítuye la traduccióti 
tensorial cn cl espacio-tiempo de las fúrnialas [7-64], 
permitc asi dcfiiiir de inauera senciUa ci catnpo 
electromagnáticü rcspecto a no importa qué mSj:_ 
ttíina íle coordenadas rcctílíneas o curiüíneas dcl 
cspacio-tiümpo. 

Se obsGrvaJÍ í|ue d potencial-vector de utii- 
verso, ipi, íio está deterniiíjado de mancra ánica 
por el conociniictito del campo electromagnético, 
A un potencial vector que satisfaga a [7-37] se le 
puede adjuiitar un campo de gradiente arbítrano 
y reemplazar entonces 9 -, por 

= ip, + 2 , H:*J 

sin modificar el segundo loIembrQ de [7-67], La 
adicíón de tal gradiente al potencial-vector ha 
recibído el nombre, dado por Hennann Weyl, dc 
catnbio dc misíiííídi. Las cantidades tales como el 
campo electromagnético, que tienen la propíedad 
de no modificarse por un canibio de medída, se 
dice que tíenen invaHsncia ds midida. 


SEC. 7 - 18 ] EL YFjeigf; opreiemtk elbctbicí _^ 

7-17. El tensor adjuiita del eampo olMtromagaé- 
rict».—Hemos visto én la sección 3-23 que a todo 
tensor antísimétrico se le puede asociar de raancra 
intxínseca ótro tensor antisimétrico que se llama 
su adjítnto. Al tensor campo dectroinagnótico 
le corresponderá en d espacÍD-tiempo un tensor 
antisimétíco adjunto de ordeii 4 -—-2 = 2 , dado 
por la fórmula 

F'-í = [r-~z\ 

válida en coordenadiis ciialesquiera. 

Supongamos el cspacto-tiempo referido a coor- 
denadas reducidas dc Galilco, Se ticne entunees 

g = y 

en donde desigiia oi indicadur dásico du per- 
mutación. Se obtiene asl ia intcrpretación fidca de 
las componentcs del tensor adjutitti en coordena- 
das dc Galileo: 

í - H. , l-'“ - Fu = E* 

FH = F„ - F" = F,, = 17-731 

f r** =. F„ = H. f = F,. ■= E. 

E1 tensor adjunto F''*' nos será tumbién útil 
para la representación del campo electromagnético. 

7-lft. E1 vector corriente cléctricn.-^Í£ii las ecua- 
ciones de MaxvveU-Lorenta de la tcorla de los elec- 
tronea, escritas cn un sistema de Galileo, intervie- 
nen la densidad de carga h. y el producto de esta 





m 
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den&idacl de carga por el vector velocídad de espa- 

cio V de la carga^ o ¡lv^ Considerenioí en par- 
íicuiar un sistema do Galílco S» respecto al cual la 
carga esté en repoiio, y sea la densidad de carga 
corrcspyndÍGn te, la ctial define evidentcinente un 
escalar de umverso. Dieha dcnsidad de carg:a está 
ligadíL a ia cíintidad de clectriddad de^ que ocnpa 
el i^oluinen elt^mental por la rdacidn 

df = 

E.5ta cíititidafj dc electricidad cs a sti vez t¡,ii 
invuríantft c.lt univen>o. Asl, p, éj.i la caxga totaj 
cle tin eleclMn cs Ja mísma respcctú a tüdos los 
sisfemas dv üalÜeo, dc Ul suerte tjue en cuajquieni 
de etluSi S. se tiene tiimbién: 

dt ■« (ijarV, 

en ítonde í^V dcsjgníi la medítla dd voluntett ele- 
niciital homojogo de Ahora bien: se deducí: 
iiimediatiimentc de ía e?tpresión [7-14] de la trans- 
foimacion de Lorenlsí. que, si S# se nmeve 

pectü a S con velocidad la itiedida dV del voln- 
n:ien elejiiental on S está íigada a ÍV* por la re- 
Jación 

£fV = \/í — 
de donde resulta; 


[* /i 
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por consiguíeTste, la expresíón de la densídad de 
cítrga ti, a partir de la densidad de earga en reposo 
(lo, seri: 

.. . fig 

^ t* - ,- Í7-7Í] 

V'l-fi* 

I 

Visto esto, se llntna veeíof Éornsntc déctrica al 
vector de universo J definido por la fórmuia 

J' - [7.7S] 


cn dondc «' designa. el vector velocidad nnítnrio 
de Li carga. 

rntcntemoa cakular las componotites del vector 
corrientc J en un sístcnia cualquíerít de coorde- 
nadas dfi Galileo reduddas. SiislituyRndo las »' 
pof sus valores dados por [7-31]. se ticne: 



V'l ' 


J* r 7 " 



0 sea, según [7-74], 


Jt = ; J* = jjte. 


í7-7S] 


7-19. E1 piiiner gntpo d« Jíih eeuadanes de Max- 
welJ-Loreotz.—Situémonos ahora en uu sistema 
de coordenadas reduddas de Galileo (x ) y sca Oxys 
ei sistema asociado de ejes rectangtEÍarGS de Gali- 
leo. Se sabe que la? ecuaciones de Maxweil-Loreíitz 
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(liínsidad dc carga por el vector velocídad de espa- 

cio y de Ja carga, q 3 ca, fiir. Cünsideremos en par- 
iíciilar un &istema de Galilco S, respecto ai cnai la 
carga esté en reposo, y sea p* la densídad de carga 
corrcspondiente, la cuaJ deíine evidentemente un 
Éscalar de uiüverso. nicba densidád de carga csti 
ligada a la cántidad dc electricidad de, que ocupa 
d volumcn elefiien tal iV',, por la relación 

Eista cantidad cj^ dectríddad es a su vtt un 
jnvariíiTití; de umvcrso. Así, p_ Ja carga tot^ 
dc un olectróii es In misína rcspecto a todos los 
síst*írtia$ de GaliieD^ dt? taJ su^rte que eri tuaicjuiera 
dc clJo^, S, se ticne tarnbiúní 

lir p» \Lfí\\ 

cn dondc dV desigiia la medida del volQincn clc* 
mental bomdlogo de JV*. Ahora bíeu: se deduce 
inínediatamentc dc Ja eícpresióri [7-Í4J de la trans- 
loríitación de Lorentz que, si S, se raueve res- 

-é 

pecto a S con vtilucidad i*, ia medida d\' del \'Olu- 
men elemental en S cstá ligada a por la re- 
iadtün 

dV = 

de donde resulta; 


;i y/J — ñ'd V* = 


5EC. 7-19f 
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por consiguieute, la expresíón de la densírlad de 
carga ¡ l ^ a partir de la densidad de car^a en rcpüso 
será: 



Visto esto, se Uama lííeütor corrünle eléctrica al 
vector de universo J dcíinido por !a íórmuJa 

^ í4gfÉi\ [7^75] 

en donde designa el vector vcloddad unitario 
de la carga. 

InteriÉcmos aUcular las componentes del vector 
conríente J en un sistem^ cu^ilífüiera dc coorde- 
nadas de Galiko reducidas. Sustítuyendo Jas w" 
por sLis valores dudos por scí ricnc; 

/j.:- ■ J. , JÍ-_ . 

o sea. segiiu [7-74J, 

J' = jití'; J‘ - [j^- 17-701 

£1 pridi«r grupo de liu eGuacioiieíi do Mu- 
well-Loreiitz-—Situémonos ahora cn un sistema 
de coordenadas reduddas de Galileo {x ) y sca Oxys 
el sístema asociado de ejcs rectangLdates de Gali- 
leo. Se sabe que ias ecuaciones de MaxwcU-Lorentz 
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pueden dividjr^e en dos grtipos. de los cual^ el 
primero se escribe en notacíón vectorial de espacio: 


^ u 1j aí 

rot_ H-■= : 

c dt f 

0-77] 

div. E = Í77\I- 

[7-78] 


Proyecternos la ecuación [7-77J sobre d eje Ox 
dcl sistcTna dc ejes de Gaüleo considerado^ y se 
tiene: 

^ü* _ !íií _ 


En vírtud dc [7-69] y [7-76]. csta últÍTna ecua 
ci6n se escríbe: 


+ a.r^ + 


dc dondt se dednce quc la ecuación vectoriai [7-77] 
se puede traducir en cüordefiadas de Galileo redu- 
cidas por las reladones 


a^FíH = — j< 


De la nii&ma manera. la ecuación p-78] adopta 
la íorma explidta 
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0 sea. en virtud de [7-69] y [7-76], 

Í.F-i + + D.F^' =‘— J*, 

íi~ 

de donde resulta que el primer grupo de las ecua- 
ciones de Wiaxvt-dbLorentz puede, en coordenadas 
de Galiieo rcducidas^ escríbirse en la forma simpli- 
ficada: 

J-*¡ [7^j 

í 

o seaj «tilíJEando coordenadus reotilíneas, 

,v ■ 

- - r- r^íif J 

Esta forma tensorial dc lás eciiaciones de MaxwelJ- 

Lorcnti [7-77] y [7^78] es válida cualíjuiera cjue 
sea el BÍstema de cüürdenadas rectilJneas o curvi- 
llneas íidoptado para la varicdad espacio-tiempo. 

7-55. EÍ scgiiniiu grupo tle \m eouttcmues ilií Mttx- 
weU-Lurentz.—^En coordenada^ dt Galileo, y con 
notaciones vectoriales de espacio, el segundo grnpo 
de las Écuadones de Maxwell-Lorentí se escribe: 

'>■ ^ 1 3Í1 

fot, E +-= tl ; [T-Sa] 

c Sí 

C7-83] 


div, H = 0, 
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m _ 

Proyectemos la ecuaciÓD [7-821 sobre el eje Ojt 
y se Liene: 

3 ^ __ ^ J ÍHr 

’ e it ^ ‘ 

0 seaj eti virtud de [7-73], 

Í.F't* -1- a,Fi* + = 0. 

Así, la ecuación vectorial [7^2] s-é traduce en coot- 
denadas reducídas de GaJiIeo med iáutc las rela- 
dones: 

ilJel TTiisTno TTTodo, la ecuaciÓTi f7-83J sc puede 
escri bir; 

SU. dlti 

esto es. sí seguimos tcniendo en cuenta [7-73J, 

9iF'n + í,F'‘i + í.p*! - 0, 

de dbnde rcsulta que el segundo grupo de las ecua- 
ciones de MaxweU-Lorentz se escribe en coordena- 
das reducidas de Galíleo: 

«i- 0 , [7^1 


0 bien, sí las coordenadas utilizadas son rectilíneas, 

= 0 . [j-Sffl 


ECÜAClDJfES DE MAXWZLl-T.OEHPTTE 


249 


sEc. 7-20] 

Esta forma tensorial es tarnbién válida cual- 
qiiicra quc sea cl &isterna de coordenadas utilizado. 
Se observará Ja simetTÍa dc los pTÍnieros itiieTubros 
de [7-8IJ y [7-86], 

Se sabe que las ecuadoncs [7-S2J y [7-83] son 
sinipJes consecueucias de las ecuaciones [7-64]; es 

decír, traducen ia ejíistencia para H y E dd poten- 

ciaJ-voctor de espado A y del potendal cscaJar dc 
espacÍQ 'Ji, Sobre la variedad cspacío-Jicmpo este 
rcsultada se presenta dc inanera parliculartnente 
sugcstiva. Las ecuaciones [7-60] se puedcn escri- 
bir en Ja íorma: 

) = (í. [7.g7j 

Abora bicn, se cojuprueba fácilínente qoe. en 
virlud de [4-52J, se ticne: 

-a 

Así, lai ecuacione,4 [7-87] adoplan la forma; 

F., =ür 

o sea, ínultiplicando por \/g cl primer niíembro, 

= 0 . [r.S3] 

Como la derivada covariante v,iF,f sc e.scribe: 

Ft, rF,. 
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y, por raaón de simetria, 

= 0 ; t'Kf = 0. 

rcBuIta de ello quc, en ua sistema arbitrario de 
coordenadas, las eciiadones de Masii-eU p^S 6 ] sc 
cscríben; 

5 ,P^ = Q, r 7 -^J 

Estas ecuaciones, que en forma espL'cita se re’ 
ducen a 

4?.F„ + 0 ,F,,-O. 

BH donde p. v y p dcsignan tres indices distintas, 
son las condicjones nccesanas y suíicientcs pata 
f|Uo oxista un vtctor de univcrso tal qnc F,. 
si‘a sn tensur rotacional. 

?' 21 , La cotiiicrvacíiin de ta clectrTCÍdád.^—For*- 
inando la divergencia deJ primer iuiembro dc 
17 - 77 ] y derivando la ccuación [ 7 - 78 ] respccto 
al ticinpo, sc obtiene. en notacioncs vectoríales de 
espacio, laley de cQnservadüu para la clectrícidad: 

3fl 

— + div. (jiPl. tJ. [7J)0] 

Es fácil dedudr esía iey en forma tensorial gene- 
ral mediante cálculo directo. Consideremos pri- 
raero coordenadas reducidas de Galileo {i'), E 1 
primer miembro de las ecuaciones de Maxwell- 
LorentK se escribe, segün [ 7 - 80 ]. 





S^c. 7-Sa.] LÁ DaHSTtJAP DE FUEKZA. tlM LOEtÉNTÍ 


SSl 


Derívemos los dos raiembros de esta ecuadón 
con relación a x" y sumcmos respecto al fndice A; 
tesulta asf; ' 

3i|.F'i‘' = — S^J', 

C 

Pero utiliaando la antisimetría de F"i* y cam- 
biando ei nombre a los Indices de suraación X y [Ji. 
se obtiene; 

= — íinin»-q_ 

de donde se deduce que, cn roortlBnadas reducidas 
de GaJileo. 

■>‘. 1 ; - 0 , 

ccuación que cs estrictanicnte firjuívaJtrate a la 
[7-90]. Si d espacio-tiempo se halla reíerida a un 
sisteraa de coordenadas curvilíncas arbitrarias, la 
ecuación [7-92] admitc la siguiente expresión; 

VnJ‘ = »■ 

que traduce, en forma tensorial general, !a Jey de 
conservación de la electrícidad. 

7*22. Ln denetdiid de fuenca de LoFeutz,—'Con- 
siderando nuevamente coordenadas de üalileo. sea 

E la densidad de fuerza dada por la teoría dc Max- 
well-Loreníz; es decir. la fuerza que Se ejerce sobre 
la cantidad de electjicidad conteuida en la umdad 
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de volumen, la cqü está dada por la conocida fór- 
mula: 


lí = jlE + — A H, ¡7,S4) 

en notadones vectoriales de espado. 

I’royectemcis la ecuadón anteríor sobre cl eje Oí 
ílel sistema rectanguiar de ejes de GaliJeo; se ob- 
tícne asf: 

Kb « fiEe 4- • “ H,-H,t 

t e 

0 sea, introduciendo las componerttes contrava- 
ríanles del tensor campo elcctromagnético y las 
componentes covariantes del vector corriente, 


K, = - - 1 


De aquí se deduce que las cotnponentcs K' dd 
vector de espacio K estát) dadas por la fórmula 

K« « - J FíJ. 


Esto sugiere compietarlas componentes K*, K* 
con una cuarta componente K*, e íntroducir el 
vector de univeno, cuyas componentes contrava- 
rjantes están dadas por 


[7-951 
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esta íorma tensoríal es válida en un sistema de 
coordenadas arbitrajio. 

IntGrprctemos la cuarta componente K* en 
coordenadas reduddas de GaJiIeo; sc tíene: 


0 sea. con notacioncs vectoriales de 
teniendo en cueíita f7-94j, 


espacio y 


tiaivo cl lactor K* rcprescnta, por tanto. eJ 

f 

trabajo pot unidad de ticmpo y de voluincn, co- 

rrespondientc a 1a dcnsídari tlt: íuerza K. 

EI vectür de ünivcrso deíinido por [7-95] se 
llama vecior f/íij.'ií'rfíjí? Ue /uersa de Loretii¿. Se obser- 
vará (jue esíe yector es orlogunal al vector de co- 
niente J', ie tieiie, en eíecto. 


en razón de la antísimctrfa dc F 


7*23- Ei tensor de impiil^ión-eiiergin dol campu 
electToinagiiétíeu.—Considcremos un medio conti- 
nuo constítuido por la reunión de un graii número 
de partfculas cargadas, p. ej., olectrones. Si estc 
niimero es sufícientemcnte grajide, la contribución 
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de cada partfcula al campo total seiá desprecíablE. 
Podemos suponfír conociflo el campo dcctroinag- 
nético totiil que actúa sobrc las partícTilas; io desig’ 
naremos por F E1 niEdío conticuo en cuestión 
se encuenti'a así sometido a la clensidad dc íuerza 
de Lorcntz [7-5J5J. 

Resiilta entonccs que las ecuaciones tundamen- 
tales del movimiento del medio contínuo consi- 
derado son las [7-62], en donde se ha hecíio «I)‘ — 
= K : o stía, 

l 

VpP"'' “ K' [T-ittj 

Es posibk cscribir el SEgiiíidQ micmbro de las 
ecuaciones J7-96J en una forma anáJoga a ta del 
primcr míembro. Sustituyendo cn [7-95] el valor 
dd vector torrientc Ji* dado por [7-81], sc ticne; 

o sea, integrando por partes el segundo míembro, 

íkKí =. — 

Püra calcular et áttimo térmÍTio del seguitdo 
miembro, cambiemos los fndices de sumacíóu p 
y p. Se obtiene así, habida cucnta de ía antisime- 
tría del tensor campo electrpmagiictico. 




T^^gTSOR DE A 


Pero, de acuerdo con el segundo grupo de tas 
ecuaciotttís de Maxwdl, escritas en la forma f7-881, 
y cualesquieTa que scan los índíces Ji, y 

'i' Vn^pii "!■ Vil*’)!, 0, 

de donde re.'+ulta: 

De aquí se deduce para la densidad de fuería 
üíf Lorentz la cxpresión' 

o sea, cambÍRndt) el nombre de los índices, 

-■ÍTrK, ^ 1 

Esto nos Ueva a íntroducir el tensor simétricü 

^ wfí • í7-fi7] 

y las ecuadones [7-96J se escrfben en la íorma más 
reducida: 

+ M+) = ü, 

Ya que el segundo miembro es nulo, el tensor M 
aparece asf como un tensor que conviene sumar aJ 
para obtener el tensor de ímpulsión-energia 
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_:_i_k-=-^ 

tütal del metüd contíntia* considerBdo, teniendo 
en cuentá lás acdones electromagnétícas, E1 ten- 
sor M definido por [7-97] se denomina knst>r de 
imffulsión-^n^rgifí^ drí cam^o cI<€ttúmügnéíÍ€o. 

En coordenadas redncidas de Galikor SüS com- 
ponentos se construyen mediante lás componentes 
del tensór de espacio relatívo a las tensiones del 
campo electromagnética^ las cuales fueroii estu- 
diadas por Maííwdl, junto con las componentcs 
del vector de PojTiting y de la energía E“ + H* del 
cajnpo electromagnético por unidad de volumcn. 


CAPITULÜ VIH 

ELEME^TOS DE LA TEORIA RELAXrVTSTA 
DE LA GRAVITACION 

a-1, La p^itviiacián.—La gravitaciórc cotisistc 
esencialmente cn d hecho experimcntál siguicnte: 
los movimicntos de la^ maaas materiales en g 1 
universo influyen los unos sobre los otro^. Be cstá 
intcrdependencia de los movimientos de las mHsas 
materialcs, Nevvton dio una descripcidn ^íoncilJa y 
precisa mediaTitc sus fuerKas atractiváií, dcntro del 
cuadro de la mecáítica cksica. Pcro cstu íkscrip- 
dóií no cstá de acuerdo coíi las c^iíjgtíncias rekti^ 
vistas tol como las acabarnos do expoiicr. 

Llamamos fr.ndmt:n0 demental r/í gravüación u 
la ley de movimicn.to de una masa de pruííba iníi' 
niUmente pcqueña, colocada en el universo y 
sustraída a toda acción déctrica o de contacto: ea 
un hecho experímehtal que si h masa de prueba 
no se halla muy álejada de toda masa materíál, 
su movimiento difiere profundnTTientc del movi- 
miento recLilíneo y unlforme previsto por cl prin- 
cipio de inercia, ConBÍderemüs lá varíedad espacio- 
liompo Vj y supongámosla dotada de la métrica 
euclidiana [7-25]. Si concebimos el fcnnmeno ele- 
fmntal Hgado de tnanera invarisni& cqh y £SÉric- 
tammte dd^rminado por cste, puesto que el ds^ de 
GalíJeo tiene coeficíentes constantes, el fenómeno 
elemental deberá serp relativamente al sistema de 

^57 
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referenda de Galileo, idántico en ^hsoluto a. si 
mÍBmo. Cuandü la masa de pmeba está alejada de 
cuidquier otra masa satisface entonces al prind- 
pio dc inercia; dicha masa setá siempre la misma, 
y se podrá considcrar como aislada. Por consí- 
guiente, m la hipótesís enunciadap un ds* eucli- 
diano solo es susceptible de representar un uni- 
verso desprOvTsto de matcria; es decir, un univer^o 
sin gravitaciün, 

Para represcntar univcTaos con gravutación^ 
Einstem tuvo quc recurrír a métricas más genera- 
quc ta mítrica cuclidiana de Minkowski [7-25], 
introcluckla jwa la rclatívidad rcstringidap y hubo 
íic cov^derar la vantiiad ci^acio-tiempo cürresptm- 
iiürttc covfQ Mw éspaciú de Ricmann dcfiíiido por 
íssta métricii y que dctermina completamcnte el 
fcíiómena elemeutak 

¿Cómo se efectua esla detcrminadón? Hcmos 
visto en la sección 7-9 que en el universo sin gra- 
vitadón^ lás geodé&icas dcl dcmento lineaL para 
Jas cuales ds* es positivOp definen los movimientos 
dc una masa de prueba, mieiitras quc aqueltas 
para las cuales ds^ = 0 son los rayo^ Juminosos. Así 
sc llega a podcr considerax extendido este princi- 
pio, que es de naturaleza invariante, a los ds* más 
generaJes introducidoB por Einstdn y a cnuncíar 
el siguiente principio. 

PnjNciFio DE LAS GEODÉSICAS .—Cma 0 Irjos dc 
las fnasas o dc la$ distribímQncs e^td^rgéíicas, ias 
gÉodésicas de¡ eléníenío lin¿a¡ dc \^4 íos njo- 

i'twíiáízíüs d¿ ÍÍ31ÍÍ masa dc pru^ba y ia propagacíón 
íh la luz. 
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B-2. La mélrica de la reJadvidad gencraiizBda.— 

En la concepcién de Einstein, un uníverso se en- 
cuentra, pues, represcntado por un espacio de Rie- 
mann V* de cuatro dímensiones, definido cuandn 
se da una métrica: 


con signatura H--o, conio corrjeiittmi^nte 

í^e dice^ del íipo hiperbólicú normaL Lh expresión ds 
se Jlama ífií¿:ruii/o etcmcntal cn la variedad e 5 i].Mcio- 
tkmpo. La inlerpretaciúii físíca dc Jas coordenadíi^ 
y de los ejemeníos ligíidos a este ds^ se cfectuant 
mediante métricas cuclídianas langcntes u cwcu- 
latrices en un puníOp cuales podrán réducirsv, 
p. ej.* a la formá de Minkowskip 

En partkularp la ecuación ds* = U dcfine cii 
cada punto cíé la varíedad uii kípercono ckmcntal 
reai^ lugar de las direcdones espacio-lcmporalÉS 
(dy^^ dy*t ¿íy% dy^) en las cualcs SC propaga Ja luz 
ü partir de este punto. 

Las que corresponden a un sistema de coor- 
denadas determinada son funcioiies de ías coorde- 
nádas y definen completamentep respecto a este 
sistema, el fenómeno elemental de gravítaciún por 
ei principio de las geodésicas, Por eUo, se les da el 
nombre de p&iencíales de gravitación relativos n 
este sístema. Los potenciales de gravitación 
alcajiian el ndmero de diez, y sus derivadas, que 
íntervienen mediante los slmbolos de Christoffel 
en las ecuaciones de las geodésícas, definen el 
campo de gravitadón en eJ sístema de coorderiadas 
cónsiderado. 
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E1 probJema esencial de la teüría relati\'ista de 
la gravitación consíate eíi \tL deterrnmación efectiva 
de los patenciaies de graiitación correspondientcs 
a ios diferenleFi eatadoít Hp la inatcria eii mo%d- 
TTiiento 

8*3. Lafc! Pciiac;umeE de EinfUeiD. Hinstcjn iiegñ 
a las ecuádoncs en dcrivadas parcialea i¡ up límiían 
la gcneralidad de loa potenciales de grav|taci6n 
mediantc dos condiciones esencíales. Puruna partc* 
eatas eciiíictune.^i debpn K^neralízar las ecuacionpa 
dc LapbCi- y Poisso]!, ijue deipttuinaTi Idcalmcnte el 
pf^tehciul neyLdoniaUii, y, por otra, deberán expre 
sar.'íir t-ii fotmii de tpiadones entte um^ore^ en el 
espacio-tiempo V,. Escribirprnos dicbas pcuacluiips 
en bi Írírmn. 

eii düiide lüb düs imejubrüü auu teiisore.s síínéincai, 
míeiitnis ijne / desígna iiri Íacíur consiante llgadü 
a la constajite de atraccíón ujiiversaL E1 tensur 
Q jL, de stgnificado purarnente mecAnicü* describp 
eii cada punto ei estado de la distjibucíóü encrgé- 
tica (caso inf^rwrj, o bíen, en las tegioTies no 
harrídas por la energia, es id^nticamente nuio 
(caBO exterwrj. De esa manera generalíy.H el sefíundo 
mitmbro de la eeuación de Poissüu. 

Para tener en cuenta todas las formHS de la éner- 
hemtjs de identificar Q „ con el tensor de 
impulsión-energía total de la ¿istribudón matedai 
o eneTgétíca considerada, taJ comü lo heoios cstit- 
diado en las Bcccíones 7-1 o y 7-23. En la hipóte- 
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aís de nn mcdio continuo con accione^ dectTomag- 
nétícas, se concluye que tendremos qne hacer: 

Ü:|. = (S-3 

EI estudio (hecho en rdatividad restringida) dei 
intercambÍD dc impulsión y de energfa ei través deJ 
volumen del medio cun5Íderado continuo nos con- 
dujo a las ccuacionfis de coniíísrvnción [7-98]* que 
ahorn sc escrihcnr 

Intrüducicndo una métrica euciidianti üsculatní 
cn un puiito de Vi^ cl éstudio precedente hccho 
en reiatividad restringida resulta válido lücaL 
menté para el cspEido-tjcmpo dc Li rdatividad 
gener^I, de suerte que eí ten&or Q coníinua salis- 
faciendo las ecuaciomí'í fB-íJ. Tmriucirfimos esto 
dicíendo que el tensor Q es i^onse.rvalivo, Es ccin- 
veniente ohservar la forma íinálüga de hi^ ecua- 
ríones fS-4] y de la ecurLcíón [7-93] dc consürva- 
dón de Ja elcctricidad. 

E1 tensor introducido cu d priiuer íniembro 
dc las dcuaciüncs [8-2], es de importancia pura- 
mente geométrica: es decir, sólo hace intervcnir Ja 
métrica [8-1] introducída. A pnori, las diez canti- 
dadcs S j,. no puedcn ser Jndepfindientcs; en efecío, 
dbponiendo de b parte arbitraria existente en ei 
sistema de coordenadas (y^), cs po.sihle atribuir 
vaJores dcterminados a cuatro potenciales. SÍ las 
cantidades fuesen totalmente índcpendientes, 
los seis potenciales rcstantes debenun verificax 
diez coudídones independiontes. 


I 
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Ahora bioü: sicDdo el tensor Dcceíiaj-iani^ate 
conservatJvo, taTnbién debc serio el S p_r y este se 
enctientrap por consigiiitínté, übligado a satisfacer 
ciiatro ecaacíone^. 

v^S'í^ = fJ. 

c]UK ligan las dicz íunciones £,p- 

Así^ para fleterminar los polKncjaJiís de gravita* 
ciiin ¡Tíediantc ccuaciont^^ generalicen las ecua- 
ciones áe. LapJace y l^DÍsson, habremos de imponer 
?il tensor 5 p, de sígnificado puTamente geomé- 
tricú, las dos condidones siguientes: 

l> Laa cantiiiade^ soh d^pcnátn dc hs 
icnciaks dc gri^vtiajcián y ác su$ d^rixradas dc Íqs dú% 
ptimcrús drdc?ies, sicndtj lineatfs rcspcctú a ia$ dcri* 
vadas dc scgundo úrdcn, 

2> El knsnr saiisfmc hs ccuacioncs de con- 
scr?íacúhí. 

^ 0 

Segün el estudiü anterior (Secs. 6-íS y 5-1G}. 
CGHOcemos ya un temcir que saÜsface las dos con- 
diciones prifícedentes; es el tensor 

-■íiendo R el tensor de Ricci del espado riemart- 
niano [8-1], y R, su curvatura ríeraanniana esca- 
lar, Por otra parte, Elie Cartan ha demostrado 



que los únicos tensores que curnplen las dos con- 
diciones enunciadas están dados por la fórmula: 


en donde /í y A dcsignan dos constantes, Las corres- 
pondíentes ecuadones cn derivadas parcíales se 
cscribeti: 


:>tipnmiendfj el faotor qiic es Eupcrfluo. Salvo 
en dertos é^tudió^ cosmológiccss nniy cspEcialeSj, 
solo sc íienen en cuenta en teoría relativista de 1a 
gruvitadón ecuaciones en las qiic h cónstante k 
es nuia^. Ías cualos fücroii daclus por primera vez 
por Einstein, Asf, pties, Jas ccuíiciones de Einstein 
para los potenciales de gravitadrtn, en el caso 
jnterior. se eacríben: 


V, en d caso extcrior 


Por ütta partCj estas liltímas ecuacione^ son 
equivalentes a 

p. = 0, ríi-íi] 

como resulta inmediatamente por contraccíón. 
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B-4> El leuEOT de ÍTnpnkiijn-entrgía.—E1 
soT tle ÍTTipuIsián-cncrgja Q introdncida en el 
segnndo míembro de las ecuaciones de Eüistem 
de] tiíiso interíor, debe descríbír por completo la 
distribucíón materiaJ o energética en movimiento. 

P:ira el conociniiento perfecto de este tcnsor se 
prcdgará, particular, una teoría |>ei:fecía de la 
CüEstitución de la inateria, Hemos dc conlentar- 
nos, coitiu en mccánica clásica, con iiña esqnejna- 
li^ación más o tnenos rdinada, a la cual corTespon- 
dcrá un tensor Q ^ niás o menos cpmplcjo. Estc 
tcnsor coiilendrá dTferentes tírminos* correspoit- 
flientcs a las diíerentes dases de encrgfa: energia 
pontlcmble o dn¿tica, cncrgía procedentc de las 
tcnsioncñp dd cíimpo eiecíromagnáticü, etc, En 
presenciu dc maleria, el térmmo espcriincniíal- 
mcníc mas ímportante es eJ correspondiciite a la 
cnergía pnnderable. 

Se observari que^ al no admitir el espado dc ^ 
td i^rupo de moxTmientos de 1a geome^ 
rria cuclidia.n:^, no será ya posible esqucmatjzar ^ 
cTi priTuera aproximadán ias masas materialejs por 
medio de sólldos, cünforme se hace en mccáiiica 
celeste clásica. Con eUo estarnüíi obiigados a con- 
siílerar modelos de carácter hidrodinánuco, y csta 
es Ja razón por la que él estüdio de los niedios 
continnos desempena papel tan importante cn la 
teoría rclativi&ta de la gravdlación. 

Existen varias formas de tcnsorcs dc impulsión- 
encrgíü eomúnmente utilizadas en la teoría rela- 
ÍTvista de la grarítacíón. ConsidoremQS en primer 
iugar un medio continuo tal que las mteraccíones 
en eJ scno del mismo sean deípredables y que no 
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cxístaTL acdDnes electroTnagiiéticíis. La íorma co- 
rrespondiente del tcnsor de impulsión-Gncrgía será: 

! 

QT- = pii^w^ [B-í?] 

siendo p ]a densidad de la materia en reposo (es 
dücir, rclatlvanientfi a un dstema en reposo res- 
pecto a la materia)^ y íí\ cl vector velocídad uni- 
tario de la dístribucíón malerial en el punto con- 
iiderado. E1 tórmino único del tensor [0-9] corres- 
ponde a ía energfa ponderablc. 

Si crt d scno dcl medio e^íisten Ínteríicdones defi- 
Titdas por un tensar de tensiones ae tcndrá; 

En particular, «ín d aiSü dc iin ffiiíilo pcrfecto, 
íif* liene, tk' acuL'rdo coii 

Q'i' - (p+ 

en f.innde p deaigiia fa prcsión dcl fluidü. 

Las Imeas de nniverso^ tangentes en todo puuto 
al vector velocidad unitario íí^ llaman linea^ 
corrüniíí de la distribucídn Tnatcrial consíderada. 

Al campo electromagnétfco aislado, en ausencia 
de inateria. correspoude el tensor de impnlsión- 
energía definido por [7-97]. 

B* 5 » Las ecEiacíones de cenM^rvBdón en el fEite» 
ríar de Li Tnnteria.—^Los tensores y con- 
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servatívos y* en el cajso interior, se tíenen las ecua- 
cíones de conservadón: 

^ = í>- 

Escribamos explidtamenié las condidones [S-12] 
en el caso en que d tensor de impiiJsÍón-energla csté 
dado por la fórmula [8-9J. Se obtiene: 

-í- = g la-ia; 

Pero, por ser uníta rio el vector ü% se tiene: 

— íí. 

De [6-J3] rcsulta entoíices por multiplícadón 
cnnt.racta por fii: 

y, por consjguiente, 

- 0, 

El aignificado geométricü de estas ecuadones e-s 
muy sencillo: [S-14] expresa que la divergencía del 
vector velocidad material generaJizada. es 

uula; por tanto, es ]a ecuación de continuidad de 
la matEria. La ecuadón [8-15] nos dice que las 
Uneas de comente son geodédcas del íísV jesnltado 
que se haUa en íntima tdación con el priiídpio de 
las geodésicas. Resultadas análogos, annqne más 
complejos, han sido indicados por Eísenhart y el 
autor en el caso de existir en eí medio uu ten- 
sor de tensiones intemas. 
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Nos vemos constreñidos en el cuadro de esta o'bra 
a limitamos a estas índicacíones relativamente ele- 
mentales y recoraendamos aJ lector para más deta- 
Ues la considta de los tratados especialízados que 
se citau en la bíbliografía. 











BrBLTOGHAFIA 


tLace a continuacián una brovi; Bclcccián dc 3ii JibuíSddtite 
biblÉG^fía dedicada b 1 cák-ulu teuBDrial, a tn ^erjme^rSa de 
fCieniana 7 a Íb teoría de la rehitividad, con el íLn de que 
airva de Dfiefi taíTiúü aE Jector. 

Hobrr cálrido iiMi«orÍÉ.F 

í- APPEI-Lr P.. y ThíIív^ TTiiiíé de Aií/fatfí^wr Tfl/p'iTnwrí/f, voJ. V. 
2.* ed.. GüuthJer-'VnLarB, 1933- 

2r 'BRrLLOUirc; Lj Líí^ f^MJícwrí cm rí rw iFIoilirprí, 

MasíKífi^ E9:^N. 

3, BueeaU, F.: CíílrwJ vffcínrirl ní mílfií fnf.\r\rÍ£Í. ruiiio de 
tTjiiireraídud iJe Lkejii, Í-Iajíi, I\'J45 
L CaHTAN, B,: Lf^^-finx ^Ur Lí ^MutrtrÍV tir^ r.\fTtie-f\ íÍJfi ÍTíirmúntT. 
Ír* cd.H CilHiclikf-VííSíiiTTiH IpilO. pLu [lííoínílrie ili’s ds|;j:ic< 3^ 
Ui? líiirítt.itLni, Aí/m. déA rfí, maíH., Cuiil hii’r-VilhLta. V^2\^\. 
Eí3íiNi[ATír^ L H-í /íippíErinNí'rJtí üf'{i?rfrtry, iY¡iiri*1nn IJni 
vemity r'rc*Hflj ItJiMl- 

iV LevI'Civita, 'I '1 fyer MÍt.uílfHr íHffrrrttíiííittútMnL bfirin 
Ií>iíí. 

7, ^notTTiífi y Hfttriij £2 lCiM/piíiMíní,? in »rur7i'tt fl^rthñdrn 
drr DiffflsffüHaí^^érmffirtr. NonrilKníl, líkliíi. 

$ SciiaUTf^-N: itkciüúfhüL íüJ., ri 13 

!^brt Itorlii df Jk rf^lnlívM-itd 

U. liiiCMVit. K.. Th^üfig eit.\ Jirctffmfi, AJciiri. ty^Li. 
lü. Chaív, ].: f.ü tkéoris dt iti rÉÍatHéÍíé^ ri Í\í PWáirn m i^urí Lfifilr, 
GiutJT.iifr.VdhLrs. VMl 

í í, DAií M □ 13, G.; 4 Lís 6 i\ ua tktm dü ¡ a ^s’,i v i La tiíns e i nit si n íí^ n Ete.. 

Af^írt, tifffi .Tfj FPfíArA., Canthitr-VISInTii, iti?7. 

^■-¿. EduinCpTOK: /f''íflíiiiiI¡jfi/íií¿?P'i¿ Jtt npfl/Arí!ir£iJá.íí;Arr Bríiwtrcí 
ííifljf. JJcrlin, JÜi5. 

l3. E]?4:^E:if/, ^wíEÍfí cüJfl/iír’jitJ- vJpp Ín lA^LJ^iá’ de Sa ReiaSr 
vii/ ftrad- ■rfe Sflliljviné), üfciuthier-VLitnTíí, 1H^5. 
IxlCHífÉROwjci, A.: íPirobkMntíB Hlobauv ttn M^.cnnique reLa 
Ííviitei, .‘■fcfuáil, íí:, ri ÍHtí.. flerEnunui, 1939- 
L=i_ Weyl, 1!.; J^aum, Zcii, ^fntprie. 5.* tJ., lÍL^riin. 1923. 
íñ. BeiGM.- tN. P. Ct.I Intrfífiuriivn fy iht ¡fitüry o/ T^faliviSy. 
Frí:ntlCc-IJaIJ, 194G- 

17- LíCIINEROWícz, ThéfirieTi TflitSíT'i&ii'¡¡ \it ln f^rauiJaSiori 

ét df l'íliFfÍFúMTÉijgírelJJMEí-, Magíon, 1954 










